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Veda je vo svojej podstate nedelitelnym celkom.
Jej rozdelenie na jednotlivé oblasti

nevyplyva z jej podstaty,

ale je skor dané hranicami

Tudskych schopnosti v procese poznania.

Max Planck

Predslov

Kniha je vyslednym materidlom cyklu prednasok ,Sedem divov infor-
matiky“, ktoré sme v zimnom semestri 2005/06 ponukli Sirokej verej-
nosti na ETH v Ziirichu. Mnohi Tudia spdjaja informatiku len s podci-
tacom a schopnosfou s nim zaobchadzat. Hladanie informdcii na inter-
nete, spracovavanie textov a obrazkov patria k zdkladnym témam kur-
zov pre pocitacovy vodicsky preukaz a vo viacerych krajinach sa ich vy-
ucba nespravne povazuje za vyucovanie informatiky. Pritom schopnost
pouzivat rozne softvérové systémy ma s informatikou spolo¢né asi tolko,
ako Soférovanie auta so strojarstvom. Ak vodi¢a motorového vozidla nepo-
kladdme automaticky za strojného inziniera, nemozeme ani pouZivatelov
pocitadov pasovat za informatikov. Pévodnym cielom tohto prednésko-
vého cyklu bolo nahradif naivné predstavy o informatike obrazom ve-
deckej discipliny, ktora na jednej strane skiima podobne ako matematika
a prirodné vedy zdkony fungovania tohto sveta, a tym prispieva k budova-
niu vSeobecného poznania, a na druhej strane vyuziva ziskané poznatky
k tvorbe rozlicnych produktov vyuzitim inzinierskych metéd.

Aj ked zmena chdpania informatiky, najmé v oblasti vzdeldvania, ostala
pre néas dolezita a hodna usilia, pocas pripravy prednaskového cyklu sa
nase priority menili a pozornost sme upriamovali stale viac aj na dal-
sie ciele. Vznik a vyvin informatiky sme chceli vyrozpravat ako putavy
pribeh. Nie ako pribeh nejakej izolovanej vedy, ale ako vednej discipliny
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nerozluditelne spétej s inymi vednymi odbormi, ktord ¢erpa z poznatkov
a objavov inych vednych oblasti a zaroven tieto obohacuje vlastnymi vy-
sledkami. Sme presvedceni, Ze poznanie informatiky nam pomaéha lepsie
poznat Struktiru vied vo vSeobecnosti a pochopif dynamiku vyskumu.
V tejto stvislosti bolo pre nas dolezité poslucha¢om ukézat, ze pre uspech
vyskumu st podstatné nielen na verejnosti zname objavy a vedecké vy-
sledky, ale ze mierou vedeckého pokroku je aj vyvoj odborného jazyka
a s nim spojena pojmotvorba.

Pri tomto usili sme si uvedomili, Ze nés neuspokojuju typické prednasky
pre verejnost, ktoré sa snazia sprostredkovat vyznam a doélezitost vedec-
kych vysledkov. Zvolili sme si cestu objavov s poslucha¢mi, ktora by ich
naucila kracat samostatne a umoznila im zazif nadSenie objavitelov. Ne-
sta¢i na to len najst jednoduchii a ndzornt reprezenticiu zlozitych ob-
jektov a vztahov. Treba pridat dalsi krok a oslobodit posluchéaca z jeho
pasivnej tlohy. Preto tato kniha obsahuje aj tlohy pre ¢itatela. Ulohy
st v knihe umiestnené tam, kde je aj najzmysluplnejsie ich riesit. Usilie
ich vyriesit preveri a upevni spravne chépanie predchadzajucich vysvet-
leni, alebo vysvetlenia st vyzvou pre Citatela, aby skusil vlastnymi silami
znovuobjavit povodné vysledky vyskumu.

Vybrané témy nie st len milnikmi vyvoja informatiky. St aj skutoénymi
,divmi®“ v tom zmysle, ze vyskumné cesty k nim sa plné neocakavanych
zvratov a prekvapujucich poznatkov, ktoré na prvy pohlad vyzeraju ne-
uveritelne. Vybrané témy nam umoziiuji upttavat posluchéca alebo ¢ita-
tela. Vasou tilohou je posudit, nakolko sa to autorovi tejto knihy podarilo.
Zelam vam vela zébavy a vzrusujuci Gitatelsky zazitok.

Ziirich, august 2006. Vas Juraj Hromkovic¢
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Zijtc v nepretrzitom nadseni

so zdujmom o vSetko nedosiahnutelné
rastie ¢lovek tym,

ze ide neustale vpred.

Zmysel zivota je v tvorbe

a tvorba je nekonecna.

Maxim Gorkij

Kapitola 1

Struc¢né dejiny informatiky alebo preco
nie je informatika len vodi¢skym
preukazom na riadenie pocitaca

1.1 Co sa tu dozvieme?

Ciel tejto prednésky sa podstatne odlisuje od cielov nasledujtcich predné-
sok, ktoré sa vzdy venuju jednej Specialnej téme. V tejto kapitole chceme
v popularno-vedeckom jazyku porozpravat pribeh vzniku informatiky ako
samostatnej vedeckej discipliny. Pritom spozname nielen zakladné sta-
vebné kamene informatiky, ale pochopime do istej miery aj vseobecny pro-
ces budovania vedy. Vzhladom na to, %e predstavime informatiku v kon-
texte celej vedy, oboznamime sa nielen s niektorymi klucovymi cielmi
zdkladného vyskumu v informatike, ale pochopime aj jej tesni spitost
najmi s matematikou, ako aj s ostatnymi vednymi disciplinami. Zave-
re¢nu cast kapitoly vyuzijeme na struéné predstavenie obsahu nasleduji-

cich kapitol v kontexte historického vyvoja informatiky.
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1.2 Stoji budova vedy na vratkych zakladoch?

Ak vnimame vedu len ako sumu objavov a vedeckych faktov, dostdvame
velmi skreslent predstavu o vede. Este vii¢sej chyby sa dopustime, ak vni-
mame vedné discipliny len cez ich aplikacie v kazdodennom Zivote. Ako
by asi vyzerala definicia fyziky, ked je skoro vsetko, ¢o Iudia vytvorili
(od domov po stroje az k pocitacom), postavené na vyuziti fyzikalnych
zakonov? Napriek tomu nepokladame vyrobcov televizorov a pocitacov
za fyzikov a v nijakom pripade nepasujeme kazdého, kto vie ovladat te-
levizor a pouzivat pocitaé¢, za fyzika. V tomto pripade jasne odlisujeme
generovanie poznatkov vo fyzike od ich aplikécii v strojarstve a elektro-
technike. Schopnost ovladat pristroje s vynimkou pocitaca nezvykneme
spédjat so ziadnou vedeckou ¢innostou.

Prec¢o potom mnohi z nas spdjaju s informatikou schopnost pracovat
na pocitaci a pouzivat rozne softvérové produkty? Akt hodnotu pre vse-
obecné vzdelanie ma schopnost pouzivat roézne softvérové systémy (na-
priklad Word pre spracovanie textov alebo systémy pre spracovanie ob-
razkov), ked sa tieto dynamicky zasadne menia v priebehu niekolko mélo
rokov? Je relativna zlozitost pocitaca v porovnani s inymi pristrojmi je-
dinym dévodom pre toto nedorozumenie?

Isteze, pouzivanie osobnych pocitacov je tak rozsirené, ze pocet vodicov
motorovych vozidiel je priblizne rovnaky, ako pocet uzivatelov vypoéto-
vej techniky. No vyucujeme v skole Specidlny predmet vedenie motoro-
vyrch vozidiel? Coskoro budt z mobilnych telefénov malé vysoko vykonné
pocitace. Stane sa Coskoro pouzivanie mobilov novym predmetom v na-
sich skolach? Tieto otdzky chct poukédzaf na nezmyselnost zavidzania
predmetu informatiky na Skoldch s jedinym ciefom naucit sa pouzivat
vypoctovi techniku. Sticasna prax vo viacerych krajindch nam ukazuje,
7e tieto schopnosti mozno nadobudnut integrovane v ostatnych predme-
toch a vzhladom na ich velmi nizku vSeobecnopoznavaciu hodnotu, nemé
ich vyucba v rdmci samostatného predmetu dlhodobt perspektivu.

Ak teda uvazujeme o vyucovani informatiky, klucovou otazkou pre nds
je: ,Co je to informatika?“ Uré¢ite pod informatikou nerozumieme schop-
nost pouzivat pocita¢. Ina¢ by sme sa ¢oskoro vSetci stali informatikmi.
Problémy s nejasnymi predstavami o tom, ¢o informatika je a ¢o nie je,
suvisia aj s tym, ze informatiku nemozeme v ramci klasifikicie vied jed-
noznacne priradif ani k matematike ako metavede, ani k prirodnym ve-
dam a ani k technickym vedam. Situicia s informatikou je podobna, ako
keby fyzika, strojarstvo a elektrotechnika boli zlicené pod jednym néz-
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vom v jednom vednom odbore. Vo vyvoji softvéru moézeme informatiku
povazovat za aplikovanu technickt vedu so vSetkymi znakmi inZinierskych
disciplin, ako je vyvoj a produkcia zlozitych systémov a produktov. Za-
klady informatiky st ale matematicko-prirodovednej povahy a teoreticka
informatika hra pre vyvoj softvéru podobnu ulohu ako teoreticka fyzika
pre technické discipliny.

Kltacovou pri¢inou skreslenych predstdv o informatike je préve skutoc-
nost, ze zékladny vyskum! v informatike je Sirokej verejnosti prakticky
neznamy. Preto v tejto sérii prednasok venujeme pozornost hlavne teore-
tickym zakladom informatiky.

Uvedomili sme si, teda, ze cesta k pochopeniu informatiky nevedie cez $tu-
dium jej aplikécii. Na zaciatku sme upozornili aj na to, ze veda nie je len
stbor vedeckych vysledkov. Preto st pre nés klucové odpovede na nasle-
dujtce otazky:

LAko vznikaju vedné discipliny?“
., Co st zdkladné kamene vedy?“

Kazdy vedny odbor ma svoj vlastny jazyk, ktory je postaveny na Special-
nych odbornych pojmoch (terminoch). Bez nich by nebolo vébec mozné
formulovat vyroky o objektoch vyskumu. Tvorenie pojmov, ako proces
uréenia vyznamu odbornych slov, je klucova pre vSetky vedy. Defino-
vanie dolezitych zakladnych pojmov tak, aby boli presne a jednoznacne
interpretovatelné, stalo vedcov zvycajne ovela viac ndmahy, ako objave-
nie mnohych vSeobecne znamych poznatkov. Uvedme niekolko prikladov.
Matematikom trvalo 300 rokov kjm sa ,,dohodli“ na forméalne presnej de-
finicii pojmu pravdepodobnost. Vedci potrebovali vySe 2 000 rokov kym
sa im podarilo najst zmysluplnt definiciu pojmu nekone¢na?. Vo fyzike
i v hovorovej rec¢i pouzivame Casto pojem ,energia“. Ani vtacik-letacik
nechyruje ¢o to je, nieto este my. Na celé dejiny fyziky sa moézeme po-
zerat ako na neukonceny pribeh vyvoja naSich predstav o tom, ¢o je to
energia. Teraz sa moéze niekto prihlasit a povedat: ,Mily pan Hromko-
vi¢, ¢o je vela, to je vela. Ja viem, ¢o je energia. U¢il som sa to predsa
v skole.“ V tom pripade ale polozim nasledujicu otazku: ,,Myslite grécku
definiciu energie ako posobiacej sily alebo stredoskolskt definiciu energie
ako schopnost fyzikdlneho systému vykonévat pracu? Ak chcete tieto de-
finicie pouzivat, tak mi povedzte najprv, ¢o je sila, alebo ¢o je praca.”

1Sktima zakony spracovania informécii a ukazuje hranice toho, ¢o sa da automatizovat
(vypocitat na pocitaci).
2Tato histériu priblizime v tretej kapitole.
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A ked sa o to pokusite, zistite, Ze sa pohybujete v zacarovanom kruhu,
pretoze k definicii pojmov sila a praca pouzivate pojem energia.

Podobne je to i s pojmom zivota v bioldgii. Presné definicia tohto pojmu
by ndm umoznila jednoznacne rozliSovat medzi Zivou a nezivou hmotou.
Zial, takito definiciu na fyzikélno-chemickej trovni zatial neméame.

Mili ¢itatelia! V nijakom pripade vas nechcem zneistit tymito ivahami.
Nie je katastrofou, ze nedokézeme presne Specifikovat niektoré pouzivané
pojmy. Vo vede pracujeme Casto s definiciami, ktoré pouzivané pojmy
Specifikuju len nepresne, alebo len priblizne a do istej miery. Patri to
k normélnemu zivotu vyskumnikov. Vedci len musia vediet, Ze pri inter-
pretacii vysledkov vyskumu nie je mozné dosiahnut vyssiu presnost, ako
je presnost definicii pouzivanych pojmov. Napredovanie v pojmotvorbe
je Casto hlavnou mierou miery vyvinu jednotlivych vednych disciplin.
Peknym prikladom pokroku je niekolkotisicroény vyvin nasho chépania
pojmu hmoty.

Na pochopenie toho, ¢o to znamena a ako je tazké definovat nejaky pojem,
uvedieme nasledovny priklad. Uvazujme o slove ,stolicka“. Stolicka nie
je abstraktny vedecky objekt. Je to bezny uzitkovy predmet a vicsina
z nés veri, Ze vie, ¢o je stolicka. Pokuste sa teda tento pojem zadefinovat
pomocou nejakého opisu.

Definovat pojem znamend tak presne opisat objekt, o kto-
rom uwvaiujeme, Ze kazdy, aj ked este nikdy tento objekt (sto-
licku) nevidel, vie na zaklade tohto opisu jednoznacéne rozhod-
nut o kazdom predmete, ¢ je stolickou. V definicii smi byt
pouzité len slovd, ktorych vyznam uz bol predtym definovany.

Pri pokuse definovat pojem stolicka moézeme predpokladat, ze kazdy uz
vie, ¢o je ,noha“ stolicky. V tomto pripade by sme mohli skusit zacat
s tym, ze stolicka mé 4 nohy. Ale pockat, pockat! M4 stolicka, na ktorej
prave sedite styri nohy? Neméa nahodou len jednu nohu a k tomu este tro-
cha zvlastnu? Radsej to nechajme tak. Mojim cielom vés nie je potrapit.
Ide len o to, aby sme pochopili, Ze tvorenie pojmov je nielen kltcova, ale
i velmi néro¢né ¢innost.

Teraz uz vieme, Ze tvorenie pojmov je klicovou tlohou vo vede. Aj sa-
motny vznik informatiky spajame s tvorbou nového pojmu, a to pojmu
yalgoritmus®. Ale skor, ako sa zaCneme zaoberat dejinami informatiky,
potrebujeme pochopit, ¢o st to axiémy vo vede.
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Azxiomy si zdkladné stavebné kamene vedy. MozZu to byt fakty
alebo definicie pojmov, o ktorych pravdivosti a korektnosti ne-
mdme Ziadne pochybnosti napriek tomu, Ze sa nedd dokdzat
ich korektnost.

Na prvé pocutie to moze znief nielen zvlastne, ale dokonca i podozrivo.
Chceme takto spochybnit spolahlivost vedeckych vysledkov a vyrokov?

Skisme tuto problematiku najprv objasnif na konkrétnom priklade. Pri-
klad axiémy je, ze rozmyslame spravne, takZze je nepochybne spolahlivy
aj sposob naSej argumentdacie. Mozeme dokézat, Ze rozmyslame spravne?
Ako? Pomocou argumentéacie, ktora stavia na naSom sposobe myslenia?
To je nemozné. Neostdva nadm teda ni¢ iné, ako doverovat nadsmu spo-
sobu myslenia. V pripade, Ze tato axiéma nezodpovedéd skutocnosti (nie
je spravna), mame smolu a celd budova vedy sa zruti, ked z nej odstra-
nime tento zakladny stavebny kamen. Tato axiéma nie je len filozoficka.
Ma aj svoju matematickii podobu, a pretoze matematika je formalnym
jazykom vedy, nezaobideme sa bez nej.

Presnejsie teda vysvetlime, ¢o znamenéa nasa viera v ttto axiému a ako po-
uzivame tato axiému na definovanie korektnej argumentécie nielen v ma-
tematike. KIi¢ovym bude pre nds pojem implikdcie alebo dosledku. Ak

je nejakd skutocnost B dosledkom nejakej inej skutoénosti A,
tak musi platit:

Ak A je pravdiva (A plati),
tak je pravdivd aj skutoénost B (B plati).

Inymi slovami,

nepravda nemoze byt dosledkom pravdy.
Pre skutoc¢nost, ze

B je dosledkom A
pouzivame v matematike oznacenie

A= B.

Hovorime tiez, ze ,A implikuje B“. V tejto terminoldgii hovori nasa
axioma toto:

Ak
A = B a A platia,
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tak
plati aj B.

Treba upozornit, Ze je pripustné, aby nepravda implikovala pravdu. No ne-
pripustné je, aby dosledkom pravdy bola nepravda.

Na lepsie porozumenie pojmu implikidcia a spravnej argumentacie uve-
dieme nasledujtci priklad.
Priklad 1.1 Uvazujme dve tvrdenia A a B.

Tvrdenie A je ,,Prsi¢

tvrdenie B je , Luka je mokrd*.

Predpokladajme, Ze nasa liuka je pod holym nebom (teda nie je zakryta,
alebo zastresend). Za tychto okolnosti mozeme akceptovat, ze nasledujtce
tvrdenie:

~Ked prsi, tak je lika mokra®,
a teda tvrdenie
A= B

je pravdivé. Podla naSej interpretdcie odbornych terminov ,dosledok®
a ,implikdcia®, musi byt lika mokra (musi B platif), ak prsi (ak plati
A). Pozrime sa na to este detailnejsie.

A plati“ znamend ,,Prsi“.
” »
A neplati® znamend ,Neprsi“.
B plati“ znamena ,,Liuka je mokra“.
b2 b2

neplati“ znamena uka je sucha*.
B latt“ znamend ,Luk ha“

Vzhladom na platnost ¢i neplatnost tvrdeni A a B, existuju $tyri moznosti
(situécie): Sy, S2, Sg a Sy

S1: Prsi a luka je mokra.
So: Prsi a luka je sucha.
Ss: Neprsi a laka je mokra.
Sy4: Neprsi a lika je sucha.

Tieto situécie zvykneme opisat pomocou takzvanej pravdivostnej tabulky
(obr. 1.1).
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| 4 | B
S1 plati plati
So plati neplati
Ss3 | neplati plati
S4 | neplati | neplati

obr. 1.1: Pravdivostn4 tabulka

Matematici oblubuji zapisovat vSetko ¢o najkratsie a zial st pritom ochot-
ni aj riskovat, Ze sa znizi zrozumitelnost ich textov pre nematematikov.
Matematici oznacuji platnost alebo pravdivost symbolom ,,1“ a neprav-
divost (neplatnost) symbolom ,,0“. Pri tomto oznaceni vyzera naSa prav-
divostna tabulka nasledujtco (obr. 1.2).

obr. 1.2: Pravdivostna tabulka v skratenej forme.

Je dolezité vSimnut si, ze platnost tvrdenia A = B vyluc¢uje len moznost
situacie So v druhom riadku (A plati a B neplati) tabulky.

Prvy riadok zodpoveda situécii Sy, v ktorej obe tvrdenia A a B platia.
To znamend, ze prsi a luka je mokra. Tato situécia zrejme zodpoveda
implikacii A = B, a tym aj nadSmu ocakavaniu. Tym moZeme uzavriet,
ze situacia S; je pri platnosti implikdcia A = B moznéa (obr.1.3).

Druhy riadok tabulky , A plati“ a ,B neplati“ zodpovedé situacii So,
ked prsi a lika je suchd. Tato situdcia nie je mozné, pretoze odporuje
platnosti tvrdenia A = B. Implikdciu ,A = B*“ chapeme tak, ze z prav-
divosti (platnosti) A, nevyhnutne vyplyva pravdivost (platnost) tvrdenia
B. Preto v tabulke na obr.1.3 ozna¢ime situiciu S ako vylucend (ne-
moznu).

Treti riadok opisuje situdciu Ss, ked neprsi (A neplati) a lika je mokra
(B plati). Tato situdcia moze nastat a neodporuje implikicii A = B.
Luka méZe byt mokré aj ked neprsi. Mohlo prsat predtym, niekto mohol
liku popolievat, alebo po studenej noci s jasnou oblohou je lika mokra
z rannej rosy. Z formélneho logického hladiska implikdcia A = B hovori,
¢o musi platit, ked plati A. Ak A neplati, nekladie implikdcia A = B
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nijaké poziadavky, a preto je v pripade neplatnosti tvrdenia A vSetko
mozné.

Posledny riadok (obe A a B neplatia) zodpoveda situacii, ked neprsi (A
neplati) a luka je sucha (B neplati). Tato situdcia moze nastat a podobne
ako S5 nie je v konflikte s platnostou implikicie A = B.

Na zéver si zopakujeme poucenie z tohto prikladu. Ked plati implikacia
A = B a plati tiez tvrdenie A (,prsi“), tak musi platit aj B (,lika
je mokra®). Ak A neplati (,neprsi“), nevyjadruje implikacia ,A = B*
nijaké poziadavky na B, a teda st mozné obe situacie Ss (B plati) a Sy
(B neplati) (obr. 1.3). O

Jedind vyla¢end (nemoznd) situécia pri platnosti implikidcie A = B je
situdcia Ss:

»A plati a B neplati®.

Ak nam teda niekto da pravdivostnt tabulku pre dve tvrdenia A a B
a oznaci, ktoré situacie st mozné, a ktoré s nemozné a jedina vylacena
situacia je ,A plati a B neplati“, tak vieme, ze plati implikacia A = B.
Z matematického pohladu je pravdivostna tabulka (obr. 1.3) definiciou
implikacie. Vo vSeobecnosti existuje jednoduché pravidlo na overenie plat-
nosti implikacie A = B.

A | B | A= B
plati plati moznd (plati)
plati | neplati | vylacena (neplati)
neplati | plati mozné (plati)
neplati | neplati mozné (plati)

obr. 1.3: Definicia implikacie

Ked vo vsetkych moznijch situdcidch, v ktorych A plati, plati
aj B, tak plati aj A = B

Uloha 1.1 Uvazujme nasledujtce vipovede A a B. A znamend ,Je zima®“ a B
znamena ,Hnedé medvede spia“. Implikicia A = B znamené:

,Ked je zima, tak hnedé medvede spia.“

Predpokladajme, Ze plati implikdcia A = B. Vytvorte pravdivostni tabulku
vzhladom na platnost A a B a vysvetlite, ktoré situacie st mozné, a ktoré sa
vylacené.
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Teraz sme pochopili vyznam pojmu implikdcie a modzeme sa pytat:

Co md implikdcia spolocné s korektnou argumentdciou? Preco
je tento pojem klicom ku korektnej argumentacii (dokazova-

niu)?

Pojem implikacia pouzivame na zostavovanie takzvanej priamej argu-
mentéacie (priamych dokazov) a nepriamej argumentécie (nepriamych
dokazov). Aby sme boli vo dalsej ¢asti knihy schopni korektne argumen-
tovat, predstavime obidve tieto zdkladné metddy dokazovania.

Uvazujme znova nase vypovede A (,Prsi“) a B (,,Luka je mokra“) z pri-
kladu 1.1. Pridajme k nim este tretiu vypoved C (,,Salamandry sa tesia®).
Predpokladajme, ze plati implikdcia A = B a tiez implikacia:

B = C (,Ked je lika mokrd, salamandry sa tesia“).

Co je dosledkom platnosti A = B a B = C'? Zostavime si pravdivostni
tabulku vSetkych moznych situdcii pre platnost a neplatnost troch tvrdeni
A, B a C (obr. 1.4).

A B C A= 1B B=C
St plati plati plati
So plati plati neplati vylucené

S3 plati neplati | plati | vylacené
Sy plati neplati | neplati | vylucené
S5 | neplati | plati plati
Se | neplati | plati neplati vylacené
S7 | neplati | neplati | plati

Sg | neplati | neplati | neplati

obr. 1.4: Pravdivostna tabulka pre A = B, B = C

Ak A = B plati, st situécie S3 a Sy vylacené. Podobne vyluéuje platnost
implikacie B = C' situacie Sy a Sg, v ktorych B plati a C' neplati. Pozrime
sa na tuto tabulku len z pohladu tvrdeni A a C. Vidime, Ze mozné su len
situacie:

(i) obe A a C platia (S7),
(ii) obe A a C neplatia (Ss),
(iii) A neplati a C plati (S5, S7).

Situacie Sy a Sy, v ktorych A plati a C neplati, st vdaka platnosti A = B
a B = (C vylucené. Takto dostavame, ze implikacia
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A= C (,Ked prsi, salamandry sa tesia®)
plati.

To zodpovedd nasmu oc¢akavaniu. Ked prsi, musi byt lika mokra (A =
B). Ked je luka mokré, musia sa salamandry tesit (B = C). V kone¢nom
dosledku sposobuje dazd, vdaka mokrej like, radost salamandier.

Uvahu

Ked A= B a B = C platia,
tak plati aj A = C

nazyvame priamy dokaz. Priame dokazy mozeme zostavit z lubovolného
poc¢tu implikacii. Napriklad platnost implikacii:

Al :>A2, A2 :>A3, A3:>A4, ey Ak—l :>Ak
nam dovoluje postulovat platnost implikacie
Al = Ak

Priame dokazy (priame argumentacie) su teda jednoducho postupnos-
tami korektnych implikacii. Pri vyu¢be matematiky v skolach realizujeme
mnozstvo priamych dékazov platnosti réznych matematickych viet. Zial,
uditelia matematiky nezvyknt upozortiovat ziakov na tuto skutocnost,
a preto teraz ukazeme jeden maly priklad z vyucovania matematiky.

Priklad 1.2 Pozrime sa na linedrnu rovnicu 3z —8 = 4 o jednej neznamej
x. NaSou tlohou je dokdzat, ze

jediné riesenie rovnice 3z — 8 =4 je x = 4.
Vyjadrenie inymi slovami: Checeme ukéazat, ze plati implikacia:
Ked 3z — 8 = 4, potom x = 4.“

Oznacéme tvrdenie ,,3z—8 = 4“ symbolom A a tvrdenie ,,x = 4“ symbolom
7. Aby sme dokézali A = Z, potrebujeme postupnost implikécii, ktora
sa zac¢ina s A a kon¢i so Z a o ktorych platnosti nemame pochybnosti.

Vieme, Ze rovnost ostane zachovand, ked k obom strandm rovnice pri-
pocitame, alebo odpocitame to isté ¢islo. Pripocitajme k obom stranam
rovnice 3x — 8 = 4 ¢islo 8. Takto dostaneme:

3r—84+8=4+8
a teda

3xr = 12.
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Oznaéme tvrdenie 3z = 12 symbolom B. Préve sme zdovodnili platnost
implikicie ,A = B* (,,Ak plati 3z — 8 = 4, potom plati aj 3z = 12¢).

Takto sme ziskali prvii implikiciu pre nasu priamu argumentaciu. Dalej
vieme, Ze rovnost ostane zachovana v pripade, ked vydelime (alebo vy-
nasobime) obe strany rovnice tym istym kladnym éislom. Vydelme obe
strany rovnice 3z = 12 ¢islom 3. Dostavame:

3x_12

3 3
a teda

r =4.

Dokéazali sme platnost implikicie B = Z (,,Ak plati 3z = 12, potom plati
xr =4“).

Platnost implikacii A = B a B = Z nam umoziuje tvrdit, ze plati
implikdcia A = Z. Takze, ,ak plati 3x — 8 = 4, potom z = 4“. Lahko
si overime, Ze x = 4 spliia rovnicu. Mézeme usudit, Ze jedinym riesenim
rovnice 3xr —8 =4 je x = 4. O

Uloha 1.2 Pomocou priamej argumentacie ukéazte, ze © = 1 je jediné rieSenie
rovnice 7Tx — 3 = 2x + 2.

Uloha 1.3 Pozrime sa na pravdivostnt tabulku pre tri tvrdenia A, B, C, zobra-
zenu na obr. 1.5. Vidime, ze mozné st len tri situacie S, Sy a Ss, vSetky ostatné

A|B|C
St 1] 1|1
So |1 [1]0
Sz | 1| 0| 1| vylacené
Sy | 1| 0| 0 | vylacené
Ss | 0| 1|1 | vylacené
Se | 0| 1 | 0 | vylacené
Sz 0| 0| 1 | vylacené
Ss | 0]0]0

obr. 1.5: Pravdivostna tabulka A, B a C z tlohy 1.3

st z nejakych dovodov vylacené. Ktoré implikacie platia? Napriklad C' = A
plati, pretoze, ak v jednej z moznych situacii plati C, tak plati aj A. Ktoré
dalsie implikacie este platia?
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Vicdsina Tudi je schopna bez tazkosti porozumiet priamej argumentacii
a uspeSne ju uplatiiovat. Nepriama argumentéicia sa nepovazuje za aZ
tak dobre zrozumitelni. Zodpovedanie otazky, ¢i je nepriama argumenté-
cia naozaj o tolko zlozitejSia ako priama, alebo ¢i problémy s nepriamou
argumentaciou si aj désledkami nedostatoénych didaktickych pristupov
v Skole, prenechévame na citatela. Vzhladom na to, Ze nepriamu argu-
mentaciu budeme potrebovat v kapitolach 3 a 4 k objaveniu niektorych
principidlnych poznatkov informatiky, vysvetlime ju detailne na zaklad-
nej drovni, na ktorej mozno najspolahlivejsie dospiet k jej spravnemu
pochopeniu.

Pouzijeme opif néas priklad. Tvrdenie A hovori (,Prsi“), B (,Luka je
mokra®) a C' (,Salamandry sa tesia“). Pre kazdé tvrdenie D oznac¢ime
symbolom D jeho pravy opak. Teda A znamena ,Neprsi“, B znamena
,Lika je sucha“ a C znamena ,Salamandry sa netesia“. Pravy opak zna-
mena, ze ked plati D, tak neplati D, a ked plati D, tak neplati D. Pred-
pokladajme teraz, ze platia implikdcie A = B a B = C.

Biolégovia zistili, ze
ySalamandry sa netesia“,
teda, ze plati C. Mozeme z toho urobit nejaky zaver?

Ked sa salamandry netesia, nemoze byt luka mokra, lebo implikicia B =
C zarucuje radost salamandier, ked je lika mokré. Takto vieme s istotou,
7e plati B (,lika je sucha“). Platnost implikdcie A = B a tvrdenia B
nam teraz zarucuje, zZe neprsi, lebo inak by ltika musela byt mokra. Takze
dostavame, Ze plati A. Zavereténé pozorovanie je, Ze z platnosti

A=B B=CaC
vyplyva platnost tvrdeni

Ba A.
Predchadzajicu vahu mozeme podporit formalnou argumentéciou po-
mocou pravdivostnej tabulky na obrazku obr. 1.6. Platnost implikédcie
A = B vylucuje situacie S3 a Sy. Platnost implikacie B = C' vylucuje
situacie Se a Sg. PretoZe plati C' (C neplati), st vylacené aj situacie Sy,

S3, S5 a S7. Teda jedind mozna situdcia je Sg. Sg znamena, ze vSetky tri
tvrdenia A, B a C' neplatia a teda, Ze platia A, B a C.

Uloha 1.4 UvaZzujme znovu tvrdenia A, B a C. Predpokladajme, ze platia A =
B, B = C a B. Aké zavery z toho mozno vyvodit? Nacrtnite pravdivostni
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A B C A= B B = C | C neplati
S1 plati plati plati vylucené
So plati plati | neplati vylacené
Ss plati | neplati plati | vylacené vylucené
S4 plati neplati | neplati | vylucené
S5 | neplati plati plati vylacené
Se | neplati plati neplati vylacené
S7 | neplati | neplati plati vyliucené

Ss | neplati | neplati | neplati

obr. 1.6: Pravdivostna tabulka A, B a C

tabulku pre vsetkych 8 situacii, vzhladom na platnost tvrdeni A, B a C. Urcte,
ktoré situacie st mozné, ked platia tvrdenia A = B, B = C a B.

Vsimnime si, Zze z platnosti A = B, B = C a C nemozno povedaf nic¢
o platnosti A a B. Ak plati C', znamena to, Ze salamandry sa tesia. Ale to
neznamend, ze lika musi byt mokra. Salamandry sa mozu tesit aj z inych
dovodov. Mokra luka je iba jeden z moznych dévodov ich radosti.

Uloha 1.5 Nagrtnite pravdivostna tabulku pre A, B a C' a zistite, ktoré situacie
st mozné, ak plati A= B, B= C a C.

Uloha 1.6 Uvazujme o nasledujtcich vypovediach C a D. C znamena, ,,Zmiesali
sme zItd a modru farbu“ a D znamenda ,MieSanim sme dostali zelent farbu®.
Implikacia C' = D znamena:

Ak zmieSame zItt a modra farbu, dostaneme zelent farbu®.

Predpokladajme, ze C' = D plati. Nacrtnite pravdivostnu tabulku pre C' a D
a vysvetlite, ktoré situacie st mozné a ktoré vylucené.
Je mozné usudit, ze z platnosti C' = D plati nasledujtce tvrdenie?

Ak mieSanim nevznikla zelend farba, tak sme nezmiesali modra
a zltu farbu®.

Pomaly, ale isto zadiname chapaf ideu nepriamej argumentécie. Pri pria-
mych dokazoch vieme, Ze nejaké tvrdenie A plati a chceme dokézat plat-
nost takzvaného cielového tvrdenia Z. Na dosiahnutie nasho ciela Z vy-
tvorime postupnost korektnych implikacii:

A:>A1,A1:>A2,...,Ak_1:>/1k, Ak:>Z,
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ktoré spolo¢ne zaruc¢uju platnost implikdcie A = Z. Z platnosti A a A =
7 mozeme potom usudit, ze Z plati.

Nepriamy ddkaz ma nasledovni struktaru:
Vychodiskova situacia: D plati
Ciel: Z plati

Zaéneme budovaf postupnost implikacii zo Z (teda z opaku toho, o chce-
me dokazat) s cielom dokazat platnost implikdcie Z = D, pri¢om vieme,
ze D neplati. Nech postupnost implikicii vyzera nasledovne:

7:>A1,A1:>A2,...,Ak_1:>/1k, Akiﬁ

7Z tejto postupnosti implikacii mozeme usadit, Ze neplati Z, a teda plati
7. Spréavnost tohto zéveru mozeme pozorovat v pravdivostnej tabulke
na obr. 1.7. Situécia Ss je vylucena vdaka platnosti Z = D. Pretoze plati

| b | z | D | Z | Z=D | Dplat
S1 plati plati | neplati | neplati
So plati neplati | neplati plati vylacené

S3 | neplati plati plati neplati vylacené
S4 | neplati | neplati plati plati vylacené

obr. 1.7: Pravdivostna tabulka pre D a Z

D, s vylucené aj situacie S3 a Sy. V jedinej moznej ostavajicej situacii
S1 plati Z, a tym sme dosiahli nas ciel.

Tato metédu dokazu nazyvame nepriamou, pretoze v postupnosti impli-
kacii argumentujeme odzadu smerom dopredu. Ak neplati D (teda ak
plati D), tak nemdze platif ani Z, a teda plati Z. V nasom predcha-
dzajicom priklade bolo tvrdenie D tvrdenim C, to znamend, Ze nasa
vychodiskovéa situacia bola, Ze salamandry sa neteia. Chceli sme ukazat,
7e potom neprsi, t.j. nas ciel bola platnost Z = A. V novom oznaceni
Z = A a D = C boli zodpovedajice implikécie

A= B, B=C
Z =B, B=D.

Z tychto implikécii sme odvodili platnost implikicie Z = D. Z platnosti
Z = D a D sme dospeli k zéveru, ze musi platit opak tvrdenia Z = A.
Opak tvrdenia Z je tvrdenie Z = A, a tak sme dokazali, Ze neprsi (plati
7).

Vo vSeobecnosti postupujeme v nepriamych dokazoch nasledovne. Chceme
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ukézat, ze plati nejaké tvrdenie Z. Hladdme tak(i postupnost implikacii
Z= A1, A= As, ..., A, = U,

ktord sa zacina so Z a konci sa s nejakym ,nezmyslom U“. Za ,nezmy-
sel“ povazujeme tvrdenie, ktoré ocividne neplati, alebo o ktorom sme uz
ukézali, Ze je neplatné. Vdaka platnosti

Z=U,

vidime, e désledkom Z je evidentna nepravda (nezmysel). Kedze tato
nepravda nemodze platit, nemdze platif ani tvrdenie Z, ktorého je tato
nepravda dosledkom. Musi teda platit opak tvrdenia Z, ¢o je tvrdenie Z.

Uloha 1.7 Nech z? je neparne ¢&slo. Nagou tilohou je prostrednictvom nepria-
mej argumentacie ukazat, Zze aj x musi byt neparne ¢islo. Ozna¢me symbolom
A tvrdenie, Ze ,z2 je neparne“ a symbolom Z tvrdenie, %e .z je neparne®. Im-
plikiciu Z = A, .z je parne* = 22 je parne“) mozeme dokézaf umocnenim
TubovoIného parneho ¢&isla 27 na druhi, ¢o zapiseme takto:

(20)? = 2%% = 44% = 2(2i?)
Vysledné éislo (2i)? je zrejme delitelné dvoma bezo zvysku, a teda je parne.

Doplite argumentéciu nepriameho dokazu.

Uloha 1.8 Nech z? je parne ¢islo. Dokazte pomocou nepriamej argumentacie,
Ze x je parne ¢islo.

Uloha 1.9 (tvrdy oriesok) Dokazte pomocou nepriamej argumentacie, ze v/2
nie je raciondalne ¢islo. Racionélne ¢isla st ¢isla, ktoré sa daji reprezentovat ako
podiel dvoch celych ¢isel.

V podstate axiémy korektnej argumentécie moéZzeme povazovat za vytvo-
renie pojmu implikécia vo formalnom spésobe myslenia. Axiémy casto ne-
predstavuji ni¢ iné ako definicie presného vyznamu istych pojmov. V ka-
pitole 3 sa napriklad zoznamime s definiciou pojmu nekonec¢na, ktora nase
predstavy o nekonecne matematicky spresnuje. Pravda neexistuje moz-
nost dokéazaf, Ze tieto definicie délezitych pojmov zodpovedaji presne
nasim predstavam. Ale na druhej strane existuje moznost axiému vyvré-
tit. Jedna moznost je ukazat, ze axiéma je v rozpore s inymi etablovanymi
axiémami alebo poznatkami. Druhé moznost je ukézaf, Ze axiéma nezod-
povedd naSim predstavam, i ked sme si to najprv mysleli. Napriklad,
niekto moze néjst nekoneény objekt, ktory nie je podla nasej definicie ne-
kone¢ny, a potom musime tuto definiciu revidovat. Reviziu nejakej axiémy
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alebo nejakej definicie nesmieme pokladat za nestastie alebo nebodaj do-
konca za katastrofu. Vymena alebo tprava jedného zo zékladnych kame-
nov vedy moze sice viest k rozsiahlym zmenam, a tym k mnoZstvu préce,
ale v konecnom dosledku je to radostnéd udalost, pretoze po rekonstruk-
cii je budova vedy o kus stabilnejsia a bohatsia. VicSina axiomatickych
zakladov matematiky méa uz za sebou turbulentné casy revizie tvorenia
pojmov. Suc¢asnd matematika pdsobi vdaka tomu az prili§ stabilne, ¢oho
negativnym dosledkom je prehliadanie kltucovej tlohy tvorenmia pojmov
najmi vo vyucbe matematiky.

Doteraz sme hovorili iba o zakladnjych kametioch vedy. Co ale mézeme
povedat o kamenoch, ktoré nepokladédme za tie zékladné? Vedci sa usiluja
budovat vedu tak, aby korektnost zdkladnych kameriov vo forme axiém
automaticky zarucovala korektnost celej stavby. To je t4 vSeobecne znama
vecnost a spolahlivost exaktnych vied. Ked sedia axidmy, tak sedia aj
vsetky vysledky a z nich odvodené poznatky.

1.3 Vznik informatiky ako koniec jednej euférie

Koncom devitnasteho storocia Tudia zili v euférii v doésledku tspechov
vedy a techniky. Technicka revoltcia transformovala nové poznatky do vy-
voja rozlicnych strojov a zariadeni. Produkty kreativnej prace vedcov
a inzinierov si nachadzali cestu do kazdodenného zivota a zvysovali jeho
kvalitu. Nepredstavitelné sa stédvalo realitou. Nad8enie z tispechov viedlo
vedcov k priliSnému optimizmu, dokonca az k utopistickym predstavam
o moznostiach vedy a techniky. V tomto case prevladala kauzalno-deter-
ministickd predstava o svete. VSetko, ¢o sa odohrava, musi mat pri¢inu
a kazd4 pri¢ina mé jednoznacne determinované dosledky. Refazcom

pri¢ina; = dosledok;
désledok; = pric¢inag
pri¢inas = désledoks
désledoky = pric¢inag
pri¢inag =

chceli vedci vysvetlif usporiadanie sveta. Verilo sa, ze Tudia st schopni
objavit vSetky prirodné zékonitosti a Ze tieto vedomosti si postacujice
na porozumenie vSetkého. Vo fyzike sa tato euféria prejavila vo viere
v takzvanych ,démonov*, schopnych vypodcitat, a tym aj predpovedat
budiicnost. Fyzici uz vtedy vedeli, ze vesmir je obrovsky a Ze pozos-
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tava z velkého mnozstva castic. Preto im bolo jasné, Ze nijaky clovek
nie je schopny obsiahnuf naraz poziciu a stav vSetkych castic vo ves-
mire, nehovoriac o vSetkych ich moznych interakciach. Fyzici teda videli,
Ze ani so znalostami vSetkych prirodnych zadkonov nebude ¢lovek schopny
predpovedat budtcnost. Preto zaviedli pojem démona ako nadc¢loveka,
ktory je schopny tplne obsiahnut stcasny stav vesmiru (stav vsetkych
Castic a interakcii medzi nimi). So znalostami vSetkych prirodnych zako-
nov by takto démon mal byt hypoteticky schopny vypocitat dalsi vyvo]
a tym predpovedat budtcnost. Ja osobne nepovazujem tieto predstavy
za optimistické, pretoze ich akceptovanie by znamenalo, Ze budtcnost je
uz definitivne urcena. Kde by potom bolo miesto pre nase aktivity? Nie
sme schopni ni¢ ovplyvnit, v najlepSom pripade len predpovedat? Nastas-
tie tieto predstavy rozbili samotni fyzici. Na jednej strane tedria chaosu
a dynamickych systémov ukazala, Ze existuju realne systémy, pri ktorych
nemeratelne malé rozdiely vo vychodiskovej situdcii mozu viest k tplne
odlisnému vyvoju. Definitivnu bodku za predstavami a existencii démo-
nov urobila kvantova fyzika?, ktora sa stala zakladom modernej fyziky.
KTtcovym principom kvantovej mechaniky je existencia ndhodnych javov,
a tym nepredpovedatelnost udalosti na irovni éastic. Ked akceptujeme za-
kony kvantovej fyziky (doteraz suhlasili vSetky experimentélne vysledky
s predpovedami zaloZzenymi na teoretickych vypoctoch), tak neexistuje
jednoznacéna budicnost a nestrdcame priestor pre tvarovanie nasej bu-
dicnosti.

Zalozenie informatiky suviselo ale s inymi utopistickymi predstavami.
David Hilbert, jeden z najvplyvnejSich matematikov svojich ¢ias, veril
v existenciu metéd na rieSenie vsetkych problémov. Jeho predstavy
o existencii ,,perfektnej* matematiky boli nasledovné:

(i) Celtt matematiku mozno vybudovat na kone¢nom pocte axiém.

(ii) Takto vybudovand matematika bude iplna v tom zmysle, Ze o vset-
kych tvrdeniach formulovatelnych v jazyku tejto tedrie je mozné
rozhodnuf na zdklade argumentacie v tejto tedrii, ¢i su pravdivé
alebo nepravdivé.

iii) Na vytvorenie dékazov pravdivosti matematickych tvrdeni existuje
y p Yy J
metdda, ktorou sa dé tato ¢innost matematikov automatizovat.

N4 zdujem teraz ststredime na pojem metéda. Co vo svojej dobe ché-
pali matematici pod tymto pojmom?

3Podrobnejsie sa touto témou budeme zaoberat v kapitolach o nédhode a kvantovych
pocitacoch.
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Metoda na riesenie mejakej ulohy je opis postupu riesenia,
ktory vedie k spravnemu vysledku. Opis pozostdva z postup-
nosti instrukcii, ktoré dokaze realizovat kazdy (aj nematema-

tik).

Dolezité je si pritom uvedomit, Ze na to, aby nejakd metdda bola apliko-
vatelnd, nepotrebujeme rozumiet, ako bola objavena a preco tspesne riesi
danta tlohu. Ako priklad si zoberme tlohu (problém) riesenia kvadratic-
kych rovnic tvaru

22 +bxr+c=0.
Ak b2 — 4c¢ > 0, opisujt formuly (vzorce)
2_
() + e

Ir =
Ty = _(g) o \/b2274c

dve riesenia tejto kvadratickej rovnice. Vidime, ze sme schopni vypoci-
taf rieSenia w1 a o bez toho, aby sme vedeli, ako boli odvodené a preco
uvedené vzorce vyzeraju prave takto. Uplne stadi, ak vieme realizovat
aritmetické operacie. Vdaka tomu moze aj pocita¢ (dokonca programova-
telna kalkulacka), stroj bez akéhokolvek intelektu, riesif touto metédou
kvadratické rovnice.

7 tohto dovodu spajame existenciu nejakej metddy na riesenie istého typu
tloh s automatizovatelnostou riesenia tychto tloh. Dnes sa pojem me-
tédy na popis postupu riesenia bezne nepouziva, pretoze mé v kontexte
roznych vednych oblasti rozne a velmi Siroké interpretéacie. Namiesto toho
pouzivame pojem algoritmus, ktory je kli¢ovym pojmom informatiky?.
Odborny termin ,algoritmus® vdaci za svoje meno arabskému matemati-
kovi Al-Chwéarizmimu, ktory v deviatom storoci napisal v Bagdade knihu
o algebraickych metdédach.

V zmysle takejto algoritmickej interpretacie mozeme oznacit Hilbertove
usilie za snahu automatizovat (algoritmizovat) pracu matematikov. Hil-
bert hladal dokonali matematiku, v ktorej by sme mali algoritmus (meté-
du) na overovanie pravdivosti sformulovanych tvrdeni. Takto by bola au-
tomatizovatelnd hlavna tloha matematikov, objavovat matematické dé-
kazy. V podstate ide o neradostnu predstavu, podla ktorej by bolo mozné
nahradit ,,hlipym* strojom jednu z najkreativnejsich intelektuédlnych ¢in-
nosti.

4 .. . ; /. . ; o w s v, /
hoci je tento pojem relativne novy, algoritmy, v zmysle metéd na rieSenie (éiselnych)
aloh, pouzivame uz tisice rokov.
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Nastastie v roku 1931 dal Kurt Godel definitivnu bodku za tsilim vytvorit
uplni matematiku. Godel matematicky dokazal, ze uplna matematika
podla Hilbertovych predstdv nemoze existovat, a teda nemé zmysel sa ju
snazit budovat. Najdolezitejsie Godelove vyroky pre vedu mézeme zhrnut
bez pouzitia matematickych formulécii takto:

(a) Neexistuje uplnad ,zmysluplnd“ matematickd tedria. V kazdej ko-
rektnej a dostatocne obsiahlej matematickej tedrii vybudovanej s ko-
nefnym poctom axiém (ako napriklad v dnesnej matematike) je
mozné formulovat tvrdenia, ktorych korektnost nie je mozné doka-
zat v rdmci tejto tedrie. Na dokézanie alebo vyvratenie korektnosti
tychto tvrdeni je nevyhnutné prijat nové axiémy, a tym rozsirit do-
terajSiu teoriu.

(b) Neexistuje metéda (algoritmus) na automatické dokazovanie mate-
matickych viet.

Ak Godelove vysledky spravne interpretujeme, uvedomujeme si, Ze jeho
objavy su vlastne pozitivne. Budovanie matematiky ako formélneho ja-
zyka vedy je nekonecny proces. S kazdou novou axiémou, a tym aj s kaz-
dym novym pojmom, rastie nas slovnik a sila argumentéacie. Vdaka novym
axiémam a s nimi spojenymi pojmami (odbornymi terminmi) méZzeme for-
mulovat vypovede o objektoch a javoch, o ktorych sme predtym nevedeli
hovorif. NavySe mozeme skiimat a overovat platnost tvrdeni, ktoré boli
predtym neoveritelné. A nakoniec, proces overovania platnosti tvrdeni ne-
mozeme automatizovat. V tom je Tudské tvoriva ¢innost nenahraditelna.

Godelove vysledky zmenili néa$ pohlad na vedu. Dnes ¢oraz via¢smi chéa-
peme vyvoj jednotlivych vednych disciplin ako proces tvorenia pojmov
a vyvoja metdd. Preco ale boli Godelove vysledky klucové pre vznik in-
formatiky? Jednoducho preto, ze pred Godelovymi objavmi nikto nepo-
citoval potrebu formélne presne (matematicky) definovat pojem metédy.
Nikto nepotreboval takuto definiciu na to, aby mohol prezentovat ne-
jaktl nova metédu na rieSenie istych tloh. Postacilo intuitivne chapanie
metddy v zmysle jednoduchého a zrozumitelného opisu postupu riesenia.
Ale vo chvili, ked vznikla potreba ukézaft, ze pre isté llohy neexistuju me-
t6dy (algoritmy) na ich rieSenie, museli vedci najprv presne $pecifikovat,
¢o pojem metdédy (algoritmu) zahrnuje. Je prakticky nemozné dokazat ne-
existenciu nejakého objektu, ktory nie je presne Specifikovany (opisany).
Najprv musime vediet plne presne v zmysle matematickej definicie, ¢o je
a ¢o nie je algoritmus (metéda) na riesenie nejakého problému. Len tak
méame Sancu pokusat sa ndjst dokaz tvrdenia, Ze pre istd konkrétnu tlohu
neexistuje nijaky algoritmus na jej rieSenie. Prvi matematickti defini-
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ciu algoritmu (pojmu metéda) sformuloval v roku 1936 Alan Turing po-
mocou takzvaného Turingovho stroja. Neskor nasledovali mnohé dalsie
definicie. Najdolezitejsie je, ze vSetky rozumné pokusy najst formélnu
definiciu algoritmu viedli k tomu istému pojmu v zmysle automaticky
riesitelného. Hoci vyjadrené roznymi matematickymi formalizmami, zod-
povedajuce definicie mnozin algoritmicky rieSitelnych tloh ostali stale tie
isté. To viedlo nakoniec k tomu, ze Turingova definicia algoritmu bola
pridana k predchadzajtcim uz etablovanym axiémam matematiky?®.

Teraz mozeme znova preverit nase chépanie axiém. Definiciu algoritmu
povazujeme za axiému, pretoZze neexistuje moznost dokézat jej sprav-
nost. Ako mozno dokézaf, ze nasa definicia automatickej (algoritmickej)
rieSitelnosti skuto¢ne zodpoveda naSim intuitivnym predstavam o auto-
matickej riesitelnosti? Na druhej strane nemozeme vylucit moznost, Ze sa
ukéze, ze tato axiéma je nespravna. Ako sa to moze stat? Ak niekto vy-
mysli na rieSenie nejakého problému aplikovatelnii metédu, a tato metdda
podla nasej definicie nie je algoritmom, potom nie je nasa definicia dost
dobr4 a potrebuje reviziu. Skutoénostou ale je, Ze napriek mnohym poku-
som sa nikomu nepodarilo vyvratit Turingovu definiciu z roku 1936. Dnes
pokladdame definiciu algoritmu za stabilni axiému a viera v jej spravnost
je velmi silné.

Pojem algoritmu je pre informatiku natolko kltcovy, ze vytvoreniu a po-

chopeniu pojmov algoritmus a program venujeme radsej celd nasledujiicu
kapitolu.

1.4 Histéria informatiky a koncepcia knihy

Prva zakladna otéazka informatiky bola:

Ezistuju ulohy, ktoré sa nedaji algoritmicky (automaticky)
riesit? A ak ewistuju, ktoré tlohy siu algoritmicky riesitelné
a ktoré nie su?

Nasim cielom je nielen dat odpovede na uvedené otézky, ale aj predviest
velké useky vyskumnych ciest vedicich k ich zodpovedaniu takym spdso-
bom, aby ste po nich mohli samostatne kracat. Vzhladom na to, Ze tato
téma patri medzi najtazsie v prvych dvoch rokoch univerzitného studia
informatiky, budeme postupovat pomaly, krocik za krocikom. Z toho do-
vodu venujeme tejto najstarsej oblasti informatiky celé tri kapitoly.

®Vietky axiémy matematiky st aj axiémy informatiky.
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Druha kapitola ma nazov

Algoritmika alebo ¢o md spolocné programovanie a pecenie
koldaca?

a venuje sa plne budovaniu kli¢ovych pojmov algoritmus a program. Aby
sme ziskali prva predstavu o vyzname tychto pojmov, zacneme so znamou
¢innostou — pedenim kolaca.

Piekli ste uz podla receptu kola¢, alebo ste niekedy varili jedlo bez toho,
aby ste vedeli, preco sa postupuje prave tak, ako je to napisané v re-
cepte? Cely cas ste si boli vedomi, ze korektné vykonévanie jednotlivych
pokynov je dolezité pre dosiahnutie dobrej kvality konecného produktu.
Co ste sa pritom nauéili? Pomocou presne sformulovanych pokynov de-
tailne napisaného receptu mozeme dospiet k dobrému jedlu aj bez toho,
aby sme boli kucharskymi majstrami. Aj ked sa v euférii z kuchéarskeho
uspechu mozeme na okamih pokladat za vynikajucich kuchérov, nie sme
nimi, pokial do hibky nerozumieme vplyvu jednotlivich tikonov v recepte
na kvalitu kone¢ného produktu, a tym padom nie sme sami schopni for-
mulovat podobné recepty.

Pocita¢ to mé este ovela tazsie: Je schopny vykonavat len zopar jedno-
duchych instrukcii, akymi st v pripade varenia instrukcie miesania a zo-
hrievania. Na rozdiel od nas pocita¢ nema nijaku inteligenciu, teda nie je
schopny improvizovat. Pocita¢ dosledne vykonéva pokyny svojich recep-
tov (ktoré sa nazyvaji programy) bez toho, aby tusil aké zlozité spraco-
vanie informécii prave vykonava.

Spolu objavime, Ze umenie programovat je umenim pisat recepty tak,
aby v nich reprezentované metédy a algoritmy boli zrozumitelné pre po-
¢itac¢. Pri tejto prilezitosti predstavime aj samotny pocita¢ a ukazeme,
ktoré pokyny (instrukcie) je schopny vykonavat a ¢o sa v iom odohréva
pri realizacii tychto instrukcii. Popritom sa nauc¢ime aj ¢o st algoritmické
ulohy (problémy) a aky rozdiel je medzi vyznamom pojmov program a al-
goritmus.

Nazov tretej kapitoly je:

Nie je nekonecno ako nekonecno, alebo preco je nekonecno
v informatike nekonecne dolezité?

Tato kapitola sa celd venuje nekone¢nu. Preco bolo v procese poznavania
nasho konec¢ného sveta definovanie pojmu ,nekone¢no® nielen uzitoc¢né,
ale dokonca nevyhnutné?
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Néam znamy vesmir je sice obrovsky, ale konec¢ny. Vsetko, co vidime, vSetko
¢oho sa dotykame a s ¢im experimentujeme a vsetko, ¢o ovplyviiujeme je
kone¢né. Nikto nikdy nemal ni¢ docinenia s nie¢im nekoneénym. A na-
priek tomu bez dnesnej podoby pojmu nekoneéno nemoze existovat mate-
matika, fyzika a informatika, a tym ani ostatné vedy. Uz v prvych triedach
zékladnej skoly sa stretdvame s prirodzenymi ¢islami 0,1,2,3,. .., ktorych
je nekoneéne vela.

Naco je to vobec dobré, ked aj pocet vSetkych elementarnych castic vo ves-
mire je sice obrovské, ale stale len konecné ¢islo? Naco potrebujeme este
vicsie ¢isla? Co znamend nekoneéno pre informatiku? A preco je ddlezité
nekone¢no pri skiimani hranic automatickej (algoritmickej) riesitelnosti?

Usilujtc sa najst odpovede na tieto otazky, zoznamime sa nielen s mate-
matickou definiciou nekoneéna, ale aj pochopime uzito¢nost konceptu ne-
konecnosti. Pochopime, Ze na prvy pohlad umelo vyzerajice nekoneéno
sa stalo tspesnym a dokonca nenahraditelnym néstrojom na skiimanie
nasho konecného sveta.

Nazov stvrtej kapitoly je:

Vypocitatelnost alebo preco existuji ulohy, ktoré sa nedaji vy-
riesit na programovatelnom pocitaci?

Tato kapitola je nadstavbou ziskanych vedomosti o nekonecne, ktoré vy-
uziva na ukézanie existencie algoritmicky neriesitelnych tloh.

Ako mozeme dokézat algoritmickd nerieSitelnost konkrétnych tloh z pra-
xe? Na dosiahnutie tohto ciela pouzijeme metddu redukcie, ktora je jed-
nym zo zakladnych a najispesnejsich prostriedkov matematiky na riese-
nie konkrétnych tloh. V istom zmysle umoziuje metéda redukcie rozsi-
rovat pozitivne vysledky, pretoze transformuje zname algoritmy rieSenia
konkrétnych tloh na nové algoritmy, ktoré riesia nové, casto vSeobecnej-
sie tlohy. My ale modifikujeme metédu redukcie tak, aby sa dala pouzit
na Sirenie negativnych vysledkov, konkrétne na dokazovanie algoritmicke;j
(automatickej) neriesitelnosti konkrétnych tloh. Tymto sposobom obja-
vime konkrétne tlohy z praxe, ktoré sa v nijakom pripade nedaji automa-
ticky riesit. Naplnime tym nds prvy ciel tejto série prednasok, zoznamit
sa s hranicou automatickej riesitelnosti.

Zaciatkom Sestdesiatych rokov 20. storocia vedci tspesne vybudovali ted-
riu, pomocou ktorej klasifikujeme problémy na automaticky rieSitelné
a automaticky nerieSitelné. V tom ¢ase sa zacali pocitace stale viac a
viac pouzivat aj v civilnom sektore. Pri praktickej realizacii algoritmov
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neslo ani tak o ich existenciu, ako o ich vypoctoviu zlozitost, a tym aj
o efektivnost vypocétov. Pojmom a konceptom tedrie zlozitosti sa venuje
piata kapitola s nazvom

Teoria zloZitosti alebo ¢o moZeme robit, ked na vypocet nestact
energia celého vesmiru?

Po pojme algoritmu je pojem zlozitosti druhym najdolezitejsim pojmom
informatiky. Zlozitost chédpeme v informatike v prvom rade ako vypodc-
tovi zlozitost, presnejsie, ako mnozstvo prace, ktoré musi pocita¢ vyko-
nat, aby sa dopracoval k vysledku. NajcastejSie meriame zlozitost algo-
ritmu ako pocet vykonanych operacii alebo ako velkost pouZivanej pa-
miiti. Pokusime sa tiez merat zlozitost problémov ako zloZitost najlepsich
(najrychlejsich, alebo najuspornejsich pri zaobchadzani s paméitfou) algo-
ritmov, ktoré dany problém riesia.

Prvoradou tlohou tedrie zlozitosti v informatike je klasifikovat problémy
(vypoctové tlohy) na lahké a tazké, vzhladom na ich vypoctova zlozitost.
Vieme, 7e existuju Iubovolne tazké algoritmické problémy a pozname ti-
sice tloh z praxe, pri rieSeni ktorych potrebuju uskutoénit aj najlepsie
zname algoritmy podstatne viac operacii, ako je proténov vo vesmire. Cela
energia vesmiru, ani ¢as trvania vesmiru st nedostatocné zdroje na ich
riesenie. Mame vobec nejakt Sancu podniknif nieco v tejto situdcii?

Na tomto mieste zacina nadobtudat konkrétnu podobu prvy div informa-
tiky v tejto sérii prednasok. MéZeme urobit vela. Preco a ako je to mozné,
to je pravé umenie algoritmiky. Mnohé tazké problémy st velmi ,citlivé“
a v nasledujicom zmysle nestabilné. Mald zmena formulécie tlohy alebo
malé oslabenie nasich poziadaviek, moze sposobit obrovsky skok (vo vy-
poctovej zlozitosti) z fyzikdlne nerealizovatelného mnozstva prace na vy-
pocty, ktoré sa daju zrealizovat v zlomku sekundy. Témou tejto kapitoly
a tiez viacerych po nej nasledujicich je, ako sa daju dosahovat takéto
efekty vdaka origindlnym konceptom algoritmiky.

Zéazrak nastane vtedy, ked sa ndm podari nase poziadavky znizit v takej
miere, ze z praktického hladiska o redukciu poziadaviek vlastne ani nejde,
a napriek tomu d6jde k obrovskej tispore pocitacovej prace.

Najmagickejsie priklady riesenia zdanlivo bezvychodiskovych situécii vzni-
kaju pri pouziti ndhodného riadenia algoritmov a vypocétovych systémov.
Dosiahnuty efekt je natolko fascinujuci, Ze pdsobi ako skutoény zézrak.
Preto tejto téme venujeme Specidlnu kapitolu s nazvom:

Nahoda a jej uloha v prirode alebo ndhoda ako zdroj efektiv-
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nosti v algoritmike.

Myslienka spociva v opusteni deterministického priebehu programu a do-
voleni algoritmu obéas si hodif mincou. V zavislosti od toho, ¢ padne
(rub alebo lic), si algoritmus moze zvolif rézne stratégie, ako bude hladat
rieSenie. Tym obetujeme absolutnu spolahlivost v zmysle garancie sprav-
neho vysledku, pretoze niektoré postupnosti hodov mincou moézu viest
k netispesnému vypoctu. Netspesny vypocet je bud vypocet, ktory neve-
die k nijakému vysledku, alebo vypocet vedici dokonca k zlému vysledku.
Ked ale vieme zmensit pravdepodobnost netispesného vypocétu na jeden
z miliardy, algoritmus moze byt velmi uzitoc¢ny.

Zdoéraznime skutocnost, ze v praxi mozu byt randomizované algoritmy
s malou pravdepodobnostou chybného vysledku dokonca spolahlivejsie
ako ich najlepsie deterministické naprotivky. Co tym myslime? Teore-
ticky st vSetky deterministické programy spravne a randomizované sa
mozu mylit. Podstata tkvie v tom, Ze beh deterministického programu
nie je absolttne bezchybny, pretoze pocas vypoétu rastie imerne s dizkou
vypoc¢tu aj pravdepodobnost hardvérovej chyby. Preto méze byt rychly
randomizovany algoritmus spolahlivejsi ako pomaly deterministicky. Na-
priklad, ak randomizovany program vypocita vysledok za 10 sektind, po-
tom je spolahlivejsi ako deterministicky program, ktory vypocita vysle-
dok za tyzden. Vyuzitim randomizacie ziskame enormny narast efektiv-
nosti, ked akceptujeme velmi mala stratu spolahlivosti. Ked ale vdaka
tejto len zdanlivej strate spolahlivosti vypoctov sposobime skok z fyzi-
kélne nerealizovatelného mnozstva prace na mnozstvo prace uskutocni-
telné za par sekind na beznom PC, tak mézeme hovorit o naozajstnom
zazraku. Bez takychto zazrakov informatiky by neexistovala dnesna in-
ternetova komunikacia, elektronické obchodovanie a bankovnictvo.

Okrem aplikacii ndhody v informatike v tejto kapitole diskutujeme aj
o principiadlnej otazke — existencii pravej nadhody a ukazujeme, ako sa
vztah k nadhode menil v priebehu dejin vedy.

Pod nézvom:
Kryptografia alebo ako spravit zo slabiny prednost

ponukame v siedmej kapitole dejiny kryptografie, ktora sa stala vedou
o Sifrovani. V priebehu rozpravania sa dozvieme, ako sa kryptografia
vdaka algoritmike a konceptom tedrie zlozitosti vyvinula z hry na Sifro-
vanie na seriéznu vednu disciplinu. Je tazké néjst vedni oblast, ktora by
obsahovala také mnozstvo divov v zmysle vyskytu prekvapujicich zvratov
a otvarani neuveritelnych moznosti pri hladani rieseni.
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Kryptografia je starodavna veda o tajnych pismach. Jej tlohou je za-
sifrovat (zakdédovaf) zrozumitelné texty tak, aby ich nemohol desifrovat,
a teda ¢itat nikto, okrem urceného adresata. Klasickd kryptografia je zalo-
zend na tajnych ,klucoch“, ktoré si spoloénym tajomstvom odosielatela
a prijemcu.

Vo vyvoji kryptografie informatika zohrala klu¢ovt tlohu. Najprv umoz-
nila na Grovni tvorenia pojmov po prvykrat definovat bezpecénost (spolah-
livost) kryptosystémov. Kryptosystém je pre uzivatelov bezpeény, ked kaz-
dy program, ktory nepozné kIu¢, vyzaduje na deSifrovanie textu fyzikalne
nerealizovatelné mnozstvo vypoctov. Na zéklade definicie kvality krypto-
systému objavili informatici také efektivne realizovatelné Sifrovacie meto-
dy, ktorych deSifrovanie bez znalosti kli¢a zodpoved4 tazkym algoritmic-
kym problémom.

Na tomto priklade vidime, Ze existencia fazkych problémov neslazi len
na to, aby nam ukézala hranice nasich technickych moznosti, ale aj na to,
aby ndm pomohla riesit kryptografické tlohy. Vdaka tejto myslienke sa
podarilo vyvinut takzvané kryptosystémy s verejnym (neutajenym) kla-
¢om. Sifrovaci k¢ a aj cely $ifrovaci mechanizmus moze byt zverejneny
v telefénnom zozname. A to vdaka tomu, Ze na deSifrovanie je potrebny
eSte jeden tajny kIu¢, ktory pozné len pravoplatny prijemca. Bez tohto
tajomstva nie je schopny ziadny iny subjekt desifrovat zaSifrovany text
v realistickom ¢ase napriek tomu, Ze pozna Sifrovaciu metédu.

Nasledujtce dve kapitoly sa venujii moznostiam enormného miniaturizo-
vania pocitacov. Hlavnou myslienkou je vykonavanie vypoctov na arovni
molekl a elementarnych castic.

Pod nazvom

Pocitanie s DNA molekulami alebo biopocitacovd technoldgia
na obzore

predstavujeme v O6smej kapitole biochemické technoldgie, ktoré by sa
mohli dat vyuzit na rieSenie fazkych tloh. Na jednoduchom priklade
tazkej tlohy ukazeme, ako sa daju udaje reprezentovat pomocou retaz-
cov DNA a ako sa da vypocitat vysledok pomocou chemickych operécii
na tychto retazcoch.

Ak sa detailnejSie pozrieme na pracu pocitacov, zistime, Ze nerobia nic¢
iné, len transformuju texty (postupnosti symbolov) na iné texty. Pocitac¢
dostane vstupné idaje opisujice problém vo forme postupnosti symbolov
(napriklad nul a jednotiek), vystup pocitaca je znova len text v tvare po-
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stupnosti znakov. V priebehu vypoctu st idaje ulozené v pamiiti pocitaca
ako postupnosti nil a jednotiek. Pocitac¢ ,,pocita“ s tymito postupnostami.

Moze nieco také napodobnit priroda? Na refazce DNA molekil moZzeme
tiez nazerat ako na postupnosti §tyroch symbolov A, T,C a G a vieme tiez,
ze DNA molekuly st nositelmi informécie rovnako, ako data v pocitaci.
Rovnakym spdsobom ako pocitace realizuji operacie nad symbolickou re-
prezentaciou tdajov, umoziuju chemické operacie menit biologické tidaje.
Co dokazu pocitace, zvladnu molekuly Iavou rukou a dokonca podstatne
rychlejsie.

V tejto kapitole rozoberdme moznosti biologickych technoldgii v informa-
tike, ich silné a slabé stranky. Tato oblast je plna prekvapeni a meniacich
sa nazorov, nik sa dnes neodvazi formulovat predpovede o moznych apli-
kaciach tychto technoldgii o 10 rokov.

Tazko by sme hladali okrem fyziky int vednu disciplinu, ktora by tak
vyrazne ovplyvnila na§ pohlad na svet v poslednom storo¢i. S fyzikou sa
spajaju hlboké poznatky a fascinujice objavy. Klenot medzi diamantmi
je kvantovd mechanika. Vyznam jej objavu znesie prirovnanie k obja-
vu ohna v dobe kamennej. Fascinacia kvantovou tedriou spociva v tom,
ze zadkony spravania sa elementarnych castic odporuji nasim sktisenos-
tiam z makrosveta. Tato, na zaciatku velmi kritizovand, a dnes uznivana
fyzikalna tedria, umoznuje hypoteticky novy spésob pocitania na trovni
elementarnych castic. Tejto téme venujeme deviatu kapitolu s ndzvom

Kuvantove pocitace alebo pocitanie v carovnom svete mikro-
Castic.

Hned ako vedci odhalili tito moznost, polozili si otazku, ¢i eSte plati
prva axiéma informatiky. Inymi slovami: Dokézu kvantové pocitace nieco,
¢o klasické nedokazu? Rychlo sa nasla negativna odpoved, takze kvan-
tové algoritmy riesia tu istu triedu algoritmicky riesitelnych tuloh, ktora
sme definovali pomocou klasickych algoritmov. Vdaka tomuto poznatku
stoji nasa axiéma informatiky na vlastnych nohéch este pevnejsie a o jej
stabilite sa dnes nepochybuje. Aké si potom ale prednosti pouZivania
kvantovych podcitacov? Existuji konkrétne tlohy velkého praktického vy-
znamu, ktoré sa daju efektivne riesit na kvantovych poditacoch, zatial
¢o doteraz najlepsie vytvorené klasické algoritmy potrebuju na ich rie-
Senie vykonat nerealizovatelné mnozstvo pocitacovej prace. Vdaka tomu
je kvantova mechanika pre nds velmi slubnou poditac¢ovou technoldgiou.
Problém je len v tom, Ze zatial nie sme schopni konstruovat pouzivatelné
kvantové pocitace a dosiahnutie tohto ciela je velkou vyzvou stic¢asného fy-
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zikdlneho vyskumu. Vzhladom na to, Ze pochopenie kvantovych vypoétov
vyzaduje hlbsie poznatky z matematiky, nebudeme sa usilovat do pod-
robnosti predviest ,hlavné myslienky“ kvantovej algoritmiky. Vysvetlime
len na jednoduchom priklade, ¢o vsetko je mozné vo svete elementarnych
dastic a ako sa to da vyuzif na realizovanie vypocétov. Objasnime tiez,
preco je zostrojenie kvantového pocitaca takou naro¢nou ulohou a aké
neuveritelné moznosti pre bezpeént a utajeni komunikaciu sa ndm pro-
strednictvom kvantovej mechaniky otvaraju v kryptografii.

Desiata kapitola s nazvom:

Ako dospiet k dobrym rozhodnutiam bez poznania budiucnosti,
alebo ako prekabatit prefikaného protivnika

sa vracia spif k algoritmike, vedeckému jadru informatiky.

V zZivote ¢asto nastavaju situacie, v ktorych by sme radi vedeli, ¢o ndm pri-
nesie budiicnost. Zial len zriedka do budticnosti mézeme nahliadnut, alebo
jej vyvoj odhadnuf, teda musime rozhodnutia prijimat dnes a bez toho,
aby sme poznali budicnost. Predstavme si napriklad lekdrsku pohoto-
vostntl sluzbu s mobilnymi lekdrmi. Nikto nevie dopredu, odkial a kedy
pride tiesniové volanie. Napriek tomu sa ale moze riadiaca sluzba pokusat
efektivne koordinovat pohyb lekdrov. Za ciel si moze urcéif minimaliza-
ciu priemerného ¢asu c¢akania na pohotovostného lekara alebo celkového
poctu najazdenych kilometrov.

Na splnenie uvedenych cielov méZe centrala vyvinaf rézne stratégie. Na-
priklad ur¢i, ¢o méa lekar dalej podniknat po Uspesnom zisahu. M4 ca-
kat na nasledujice tiestiové volanie tam, kde je? M4 sa vratit naspit
do nemocnice, alebo sa mé dokonca presunif na nejakt novi, strategicky
vyhodnu vyckavaciu poziciu? Ktorého lekara vysle centrala pri aktual-
nom tiesniovom volani? Principidlna otazka je, ¢i pre takéto, takzvané
online problémy, vébec existuje nejakd rozumné stratégia, ktora je v is-
tom zmysle tspesnd bez ohladu na to, ¢o ndm prinesie budicnost.

Celu tato online tlohu si mézeme predstavit ako hru proti nejakému prefi-
kanému protihracovi. Thned ako spravime a zrealizujeme nejaké rozhodnu-
tie, protihrd¢ nam vytvori taka budtcnost, pre ktora je nase rozhodnutie
¢o najnepriaznivejsie. Mame v takejto hre vobec redlnu moznost robif ro-
zumné a uspesné rozhodnutia? Odpovede na tito otdzku mozu byt rézne
a zéavisia od konkrétnych online tiloh. Je fascinujice pozorovat, Zze pomo-
cou informatiky ¢asto méZzeme prekabatif aj takého silného protihraca,
ktory méze tvorit pre nis nepriaznivi budacnost.
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Knihu uzavrieme jedenastou kapitolou s nazvom:

Algoritmickd optimalizdcia vo fyzike alebo ako moZe ticinkovat
homeopatia.

Na rozdiel od predchadzajicich kapitol tu opustime relativne pevnt podu
uznavanych vedeckych vysledkov a dovolime si brat vaZzne zopar vizionar-
skych domnienok, ktoré nam otvoria novt dimenziu nazerania na zivot,
zdravie a lieCenie.

7 termodynamiky vieme, ze kazdy fyzikalny systém sa neprestajne pokusa
dosiahnut svoj idedlny stav, ktory nazyvame optimum. Napriek tomu né-
sledkom silného vonkajSieho zatazenia a réznych vplyvov sa moze od svoj-
ho optima vzdalovat. Proces ndvratu systému k optimu vedia fyzici velmi
dobre simulovat pomocou takzvaného Metropolisovho algoritmu.

Na zaciatku osemdesiatych rokov dvadsiateho storocia vedci prekvapujtco
objavili, ze algoritmickt optimalizaciu v matematike a v informatike je
mozné modelovat ako proces optimalizacie nejakého fyzikélneho systému.
Na zéklade tohto principu vyvinuli heuristiku ,simulovaného zihania“,
ktord zaznamenala pri rieSeni tazkych optimalizacénych tloh velké tispechy
v praxi.

Dovolme si teraz prijat predpoklad, Ze zivé systémy (organizmy) sa spra-
vaju podobne ako ,neziva“ hmota v tom zmysle, Ze sa nepretrzite sna-
7ia dosiahnut svoj idedlny stav. Zdravie povazujme za optimélny stav
a chorobu za odklon od tohto stavu. Na zaklade takéhoto pohladu vytvo-
rime vizionarsku predstavu mediciny budicnosti, ktora sa namiesto lokal-
nych korektur a oSetreni, sustredi na povzbudenie a podporu vlastnych
optimaliza¢nych schopnosti organizmu. Pri takomto ponimani vyzeraju
mnohé alternativne liecebné praktiky, ako napriklad homeopatia, priro-
dzene a realisticky. Ukézeme dokonca, Ze isté experimentélne pozorovania
procesu liecenia po podani homeopatickych pripravkov zodpovedaju prie-
behu optimalizécie opisanej Metropolisovym algoritmom.

Kniha ,,Sedem divov informatiky“, ktorti by sme mohli nazvat aj ,,Algo-
ritmické dobrodruzstvé,, sa konéi jedendstou kapitolou. Kolko divov sme
ukézali naozaj, nechceme teraz pocitat a ani to nikomu nedoporucujeme.
Vysledny pocet zavisi od toho, ako definujeme pojem div. A uz sme sa na-
ucili, akou naro¢nou pracou je tvorenie pojmov. TakZe namiesto pocitania
divov, ¢itatelovi ponikame dva doslovy.

Skusenému ¢itatelovi, ktory tspesne v plnom zdravi stravil predchadza-
juce tazké témy sa v prvom doslove snazime sprostredkovat nas pohlad
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na prispevok informatiky k vseobecnému vzdelaniu. Informatika prirodze-
nym sposobom spédja v jednom odbore matematicko-prirodovedné mysle-
nie s pragmatickymi postupmi inzinierskych disciplin. Toto spojenie ot-
vara novu dimenziu, ktora zatial strednym Skoldm chyba. Atraktivnost
informatiky je vecou vysokej miery interdisciplinarity a prepojenia tedrie
a experimentov.

Co dnes na strednych $kolach chyba na to, aby bola informatika akcep-
tovana, si ucebnice a u¢ebné materialy, ktoré by boli schopné sprostred-
kovat vyssie uvedené hodnoty. Dufame, Ze touto knihou sa ndm podarilo
ukéizaf, ktorym smerom sa mozeme vybrat pri tvorbe takychto ucebnic.

Druhy doslov je manifestom na podporu zdkladného vyskumu. Prili§ vela
politikov, podnikatelov a manazérov vold po aplikovanom vyskume, ktory
prinésa zisk v kratkom case. Miesto generovania novych poznatkov v zé-
kladnom vyskume sa mé vyrazne uprednostiiovat transformaécia ziskaného
poznania do ziskovych produktov. Statna politika financovania vedy sa
mé sustredif namiesto tvorby novych poznatkov na spotrebu poznatkov
v mene populisticky proklamovaného, zdanlivého rastu zivotnej trovne.
V tomto manifeste vysvetlujeme, preco je tento pristup k financovaniu
vedy rovnako zivotu nebezpecny, ako bolo pre fudi v dobe kamennej krat-
kodobé prejedenie a nasytenie sa namiesto vytvarania zdsob na zimu.

1.5 Zhrnutie

Pre vznik a vyvoj vednych disciplin je urcujtce tvorenie pojmov. Definova-
nim pojmu algoritmus dali vedci pojmu metdéda presny vyznam a polo-
zili tym zékladny kamen novej vedy — informatiky. Vdaka tejto defini-
cii sme ziskali jasnt hraniéni ¢iaru medzi automaticky (algoritmicky)
riesitelnymi a automaticky neriesitelnymi tlohami. Potom, ako sa po-
darilo tspesne roztriedit mnohé tlohy na algoritmicky nerieSitelné a al-
goritmicky rieSitelné, prisiel pojem vypoctovej zlozitosti, ktory dodnes
dominuje zakladnému vyskumu v informatike. Tento pojem umoziuje
skiimat hranicu medzi praktickou riesitelnostou a praktickou nerieSitel-
nostou, kryptografii poskytol zdklad pre pojem bezpeéného Sifrovacieho
systému, a tym umoznil objavenie modernych kryptosystémov s verej-
nym klic¢om. Hlavne umoznil skimat a porovnavat vypoctovi silu deter-
minizmu, nedeterminizmu, nadhodného riadenia a kvantovych algoritmov.
Takto prispela a prispieva informatika nielen k chapaniu vSeobecnych ka-
tegorii vedy, akymi su:
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determinizmus, nedeterminizmus, nahoda, informdcia, pravda,
nepravda, zloZitost, jazyk, dokaz, poznatok, komunikdcia, al-
goritmus, simuldcia, atd.,

ale dava viacerym z tychto kategdrii aj novy vyznam. Divotvorné objavy
informatiky st spojené najmé s usilim riesit fazké lohy. Vznikaji pritom
,divy“, ktorym je venovana tato kniha.

Vzorové riesenia k vybranym tiloham

Uloha 1.3 V pravdivostnej tabulke na obrazku obr. 1.5 st len tri pripustné
(mozné) situdcie a to S1, S a Sg. Spytujeme sa, ktoré implikdcie platia. Na zod-
povedanie tejto otazky pouzivame nasledovné pravidlo:

Ak vo vsetkych moznych situdcidch, v ktorych plati X, plati aj Y,
tak plati X = Y. Implikdcia X = Y neplati, ok existuje situdcia,
v ktorej X plati, ale Y neplati.

Sktimajme najprv platnost implikdcie A = B. Jediné mozné situécie, v ktorych
A plati, st S1 a Ss. V tychto situaciach plati aj B. Teda ustdime, zZe plati A = B.

Teraz sa pozrime na B = A. B plati v 51 a S3 a v tych situaciach plati aj A.
Takze plati aj B = A.

Sktmajme, ¢i plati implikdcia A = C. Z moznych situacii, A plati v .S; a Ss.
V situacii Sy ale C neplati. Teda implikacia A = C neplati.

Naopak, ale plati implikacia C' = A, pretoze C plati len v S7 a tam plati aj A.
Postupujtc tymto spésobom prideme k tomu, ze platia implikacie A = B, B =
A, C = A a C = B a ze neplatia implikicie A = C' a C = B. Implikacie
A= A, B = B aC(C = (C platia vzdy nezavisle od toho, ktoré situacie st mozné.

Uloha 1.6 Naértnime najprv pravdivostni tabulku pre C' a D a skiimajme,
kedy plati C = D.

C D | C=D
St plati plati
So plati neplati | vylucené

S3 | neplati | plati
S4 | neplati | neplati

Z tabulky vidime, Ze sti mozné situacie Si, S3 a Sy. Co znamena, vziat do ivahy
dodato¢nt informaciu, ze pri miesani nevznikla zelena farba? Ni¢ iné, len to,
ze D neplati, a teda, Ze plati D. To vylucuje situacie S; a Ss, v ktorych plati
D. Ostéva len jedna jedind mozna situacia, a tou je Sy. V situdcii Sy platia D
a C, teda plati aj D = C. Ked#ze vieme, Ze mie$anim nevznikla zelena farba (D
plati), mézeme ustdit, Ze sme nezmiesali zltt a modra farbu (C plati).
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Uloha 1.8 Uvazujme nad dvomi tvrdeniami. Tvrdenie A znamend, ze ,2% je
pdrne“ a tvrdenie B znamend, Ze ,x je pdrne*. Platnost A je dand. Nasim
ciefom je dokézat, Ze plati tvrdenie B. V nepriamom dokaze musime zacat s B.
Tvrdenie B znamena, %e ,x je nepdrne*. Podla definicie neparnych é&isel vieme,
ze x mozeme vyjadrit ako:

xr=2i+1,

pre nejaké prirodzené ¢islo 7. Teda plati x = 2¢ + 1, ¢o oznacime ako tvrdenie
A;. Tymto sme ukdzali platnost implikidcie B = A;. Umocnenim x na druhu
dostaneme z A; nasledujuce tvrdenie As:

=20+ 1) =4 +4i+1=2(2 +2i) + 1 =2m + 1.
Vidime, ze pre m = 2i* 4 2i je 2* = 2m + 1 (2* je neparne, pretoze 2° mozeme
vyjadrit ako dvakrét nejaké prirodzené ¢islo plus 1). Dostali sme tvrdenie A,
Ze x2 je neparne. Mame nasledujicu postupnost implikécii:

B=A = A4;,= A

x je neparne = z = 2i + 1 = 22 = 2m+ 1 = 22 je neparne.

Vieme, 7e 22 je parne, teda, ze neplati A. Vdaka tomu moézeme podla schémy
nepriameho dékazu ustdif, Ze nemoze platif B. Preto plati B a nasim cielom
bolo dokézat platnost B.






Dokonalost pozostava z mali¢kosti, a pritom dokonalost
nie je vobec malickost.
Michelangelo Buonarotti

Kapitola 2

Algoritmika alebo ¢o ma spolo¢né
programovanie a pecenie kolaca?

2.1 Co sa tu dozvieme?

Cielom tejto kapitoly eSte nie je predstavit niektory z divov informatiky.
Nemozeme ¢itat a vychutnévat Shakespeara alebo Dostojevského v origi-
nali bez toho, aby sme neabsolvovali namahavi cestu ucenia sa anglického
a ruského jazyka. Rovnako nemozeme pochopif informatiku a obdivovat
jej myslienky a objavy bez toho, aby sme sa naucili ovladat aspon ele-
mentarne zaklady jej odborného jazyka.

Ako sme sa uz usilovali vysvetlit v predchadzajicej kapitole, centralnym
pojmom informatiky je algoritmus. Nasim cielom v tejto kapitole ale nie
je absolvovanie naroc¢nej cesty vyucby informatickej terminoldgie, ktora
je zaloZzena do znacnej miery na ovladani jazyka matematiky. Skor sa
pokusime sprostredkovat hravym sposobom, bez pouzitia matematického
aparatu, intuitivne, a napriek tomu pomerne presne, ¢o s a €o nie su
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algoritmy. Za¢neme vSeobecne znamou ¢innostou — pecenim kolaca a bu-
deme rozmyslat a diskutovat o tom, do akej miery a za akych okolnosti
mozeme recepty povazovat za algoritmy.

Po tomto ivode prejdeme priamo k pocitacom a nazrieme na programova-
nie, ako na pouzivanie jazyka na komunikaciu so strojmi. Takto predsta-
vime programy ako reprezentaciu algoritmov zrozumitelnii pre pocitace.
Na konci tejto kapitoly budeme nielen chipaf, ¢o znamend programo-
vat, ale budeme dokonca schopni samostatne pisat jednoduché programy
a ziskame jasnu predstavu o tom, ¢o sa odohrava v pocitaci pri vykonavani
jednotlivych instrukcii (poéita¢ovych prikazov).

Popri tom sa aj nau¢ime, ¢o su algoritmické tulohy (problémy), Ze na-
Sou tulohou je vyvinut algoritmy, ktoré v kazdej z potencialne nekonecne
mnohych situécii pracuji spravne a ocakavany vysledok vypocitaju v ko-
necnom case. Takto si postavime most k tretej kapitole, v ktorej chceme
ukézat, nakolko je pre informatiku délezité hlboké pochopenie pojmu ne-
konecna.

2.2 Algoritmické pecenie

V prvej kapitole sme uz ziskali isti1 predstavu o tom, ¢o sa moze skryvat
pod pojmami algoritmus a metdéda. Nasa predstava je priblizne takato:

Algoritmus je dobre zrozumitelny opis ¢innosti, ktory nds pri-
vedie k stanovenému cielu.

Ingmi slovami, algoritmus (metoda) nam poskytuje jednoznacne interpre-
tovatelné pokyny, ako dospiet krok za krokom k vytycenému cielu.

To je podobné ako pri receptoch na varenie a pecenie. Recept urcuje
presne, ¢o a v akom poradi treba vykonavat a ndm neostava ni¢ iné, ako
vykonévat opisani ¢innost presne krok za krokom.

Do akej miery moZeme pokladat recept za algoritmus?

Odpoved na tato otézku nie je jednoduchd, a preto jej venujeme viac pries-
toru. Pri hladani spravnej odpovede pochopime presnejsie, ¢o sa v sku-
tocnosti skryva za slovom algoritmus.

Pozrime si najprv nasledujuci recept na peéenie marhulového kolaca prie-
meru 26 cm.



2.2 ALGORITMICKE PECENIE 35

Suroviny: 3 vajickové bielka

1 Stipka soli
6 polievkovych lyzic vody
100g krystalového cukru
3 vajickové zltka
1 Cajova lyzicka nastrihanej citrdénovej kory
150g muky
1/2 Cajovej lyzicky prasku na pelenie
400g odkdstkovanjch a oSidpanjch marhal

Recept:

1. Ulozte pergamenovy papier do formy na pecenie!

2. Vyhrejte raru na 180 °C!

3. Zohrejte 6 lyziciek vody!

4. ZmieSajte tri bielka, Stipku soli a 6 lyziciek horicej
vody a uSlahajte z nich pevny sneh!

5. Pridajte postupne 100g cukru a tri zItka. MieSajte ich
tak dlho, pokial nevznikne pevnd krémova masa!

6. Pridajte do krému 1 Cajova lyzicku nastruhanej
citrénovej kdéry a premieSajte!

7. ZmieSajte 150g miky a polovicu ¢ajovej lyzicky prasku
na peCenie a pridajte k vyhotovenej mase. PremieSajte
masu opatrne STahacom!

8. Napliite zmieSanou masou formu na pecenie!

9. Umiestnite ozdobne oStpané polovice marhdl na cesto!

10. Pelte kola& pri 160 °C 25 aZz 30 mindt, pokial
nenadobudne svetlohnedd farbu!
11. Vyberte kola¢ z riry a nechajte ho vychladnat!

Recept je napisany a my sa spytujeme: Je skutoc¢ne kazdy schopny podla
tohto receptu upiect kola¢? Pravdepodobne spravna odpoved je, Ze spech
predsa len bude do znacnej miery zavisiet od kuchérovych sktsenosti
a vedomosti.

Dospeli sme k bodu, ked je rozumné presnejsie sformulovat nasu prvia
poziadavku na definiciu pojmu algoritmus:
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Algoritmy musia poskytovat taky presny opis cinnosti, Ze podla
tohto opisu moze kaZdy vykondvat uspesne dani cinnost, aj
ked vobec nerozumie dovody, preco vedie presné vykondvanie
pokynov algoritmu k vytycenému cielu. Pritom opis musi byt
natolko jednoznacny, Ze nemoze dojst k roznym interpretdcidm
jednotlivych pokynov (prikazov) algoritmu. Nezdvisle od toho,
kto algoritmus vykondva, prislusnd cinnost a aj jej visledok
musia byt tie isté. To znamend, Ze kaZdy pouZivatel algoritmu
must dospiet k tomu istému visledku.

Teraz by sme mohli zacat dlha diskusiu o tom, ktoré z uvedenych 11 kro-
kov (prikazov) nasho receptu mozno pokladaf za zrozumitelné a jedno-
znacne interpretovatelné. Napriklad by sme sa mohli zacat pytat:

- Co znamend uslahat pevny sneh (krok 4)?

- Co znamend opatrne premiesat (krok 7)?

- Co znamen4 ozdobne uloZit (krok 9)?

- Co znamend dosiahnut svetlohnedu farbu (krok 10)?

Skusend kucharka by mohla povedat: ,VSetko je tiplne jasné, jednoduchsie
to uz ani nemozno opisat.“ Ale niekto, kto sa prvykrat v Zivote chysté
piect kola¢, sa eSte stdle moze citif neisty a potrebuje radu a pomoc.
A to napriek tomu, Ze nas recept je opisany jednoduchsie ako vo vAcSi-
ne kucharskych knih. Co si myslite o typickych pokynoch (prikazoch)
beznych receptov, ako napriklad:

e Zmiesajte bez otalania mierne ochladeni Zelatinu a kyslé mlieko
a dobre ich premiesajte!

Samozrejme nemozeme sa uspokojit s tym, Ze nas recept budu povazovat
za algoritmus len sktiseni kuchéari a ostatni mu nebudt dostatocne roz-
umief. D4 sa prepisat recept tak, aby ho vnimali vSetci ako algoritmus?
Uz vieme, Ze algoritmus je postupnost takych prikazov, ktoré musi byt
schopny kazdy spravne zrealizovaf.

To znamena:

Najskor sa musime dohodnitf na nejakom zozname cinnosti
(operdcii), ktoré dokdze s istotou vykondval kazdy zdujemca
0 pecenie a varenie.

Takyto zoznam musi obsahovat v prvom rade nasledujice ¢innosti (pri-
kazy), ktoré st také jednoduché, ze ich dokaze zvladnut aj na tento ucel
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skonstruovany robot, ktory nemé tusenia o kucharskom umeni a nie je
schopny improvizacie.

e Nalej x lyziciek vody (alebo inej tekutiny) do néddoby!
e Rozdel vaji&ko na ZIltko a bielko!

e Zohrej riru na x °C

e Pe¢ v rire y minidt pri teplote x °C!

e Odvaz x gramov miky a daj ju do nadoby!

e Nalej x litrov mlieka do konvice!

e Var y minut!

e MieSaj so Slahacom x mindt!

e 7mieSaj obsah dvoch néadob.

Ur¢ite vam pride na um e$te mnozstvo dalsich aktivit, ktoré mozeme
pokladat za také jednoduché, ze takmer kazdy, kto chce piect a varit, je
schopny ich vykonéavat bez pomoci. Nasou nasledujicou tilohou je prepisat
aspon ¢ast nasho receptu tak, aby recept pozostéaval len z jednoduchych
¢innosti.

Vysktisajme to s krokom 4 nasho receptu. Tento krok prepiSeme na po-
stupnost siedmich jednoduchs$ich krokov.

4.1 Daj tri zItka do nadoby G!

4.2 Daj 1g soli do nadoby G!

4.3 Daj 6 lyziciek vody do hrnca T!
4.4 Zohrej vodu v hrnci T na 60 °C.
4.5 Prelej vodu z hrnca T do nadoby G!

V tomto okamihu ale nie je jasné, ako zrealizovat nasledujici prikaz:
,USlahaj z nich pevny sneh!“. NagSou tlohou je miesat dovtedy, pokial
sneh z bielok nebude pevny. Jedna z moznosti je, na zaklade sktisenosti
odhadnit ¢as miesania. Ak trva priblizne 2 mintty, pokym je sneh pevny.
Potom mozeme pouzit nasledovny prikaz.

4.6 MieSaj obsah nadoby G dve minuty!

Takyto prikaz mé ale aj svoje rizikd. Cas vyhotovenia pevného snehu
zavisi od toho, ako rychlo a s akymi pomocnymi prostriedkami kuchar
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mieSa. Asi by ndm bolo milSie prestat mieSat priblizne vtedy, ked obsah
nadoby dostatoéne spevnel. Co na to potrebujeme? Okrem schopnosti
vykonévat isté ¢innosti musime byt schopni vykonavat aj testy a v zavis-
losti od vysledku testu prijat rozhodnutia, ako v préci dalej pokracovat.
Testovanie ndm umoZni rozpoznat okamih, ked sa sneh stava pevnym.
Ak pri testovani zistime, Zze sneh nie je dostato¢ne pevny, tak budeme
eSte isty ¢as pokracovat v slahani, a potom znova testovat. Ak pri testo-
vani zistime, Ze sneh je dostatoCne pevny, ukoncéime pracu na realizacii
kroku 4 a pokracujeme s pracou na uskuto¢neni prikazu 5.

Ako sa dé tento postup zapisat ako postupnost jednoduchych prikazov?
Napriklad nasledujtco:

4.6 MieSaj obsah nadoby G po dobu 10s!

4.7 Otestuj, ¢i je obsah nadoby G pevny!
Ax ANO, pokra&uj krokom 5!
Ak NIE, pokracuj krokom 4.6!

4.4

4.6

Obsah G
slahaj 10s

Je obsah G
tuhy?

Ano
¥
)
¢

obr. 2.1

Pri tomto postupe sa k mieSaniu v 4.6 vraciame tak dlho, pokial nedosiah-
neme vytyceny stav snehovej masy. V odbornej terminoldgii informatiky
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nazyvame cast opisu 4.6 a 4.7 cyklom, v ktorom sa opakuje ¢innost 4.6
tak dlho, pokial nie je splnend podmienka 4.7. Pre lepSiu predstavu ¢asto
pouzivame grafick reprezentaciu, ako na obrazku 2.1. Graficki reprezen-
taciu nazyvame diagram.

D4 sa ale test 4.6 tak lahko realizovat? Rovnako ako v pripade jednodu-
chych akcii, sa musime najprv dohodniit na starostlivo zvolenom zozname
jednoduchych testov. Test 4.6 sa d& napriklad jednoducho zrealizovat tak,
Ze nozom sa pokusime bielkovi masu rozrezat, ak sa to podari, sneh uz
je pevny. Za jednoduché testy moZzeme povazovat napriklad nasledovné
overovania:

e Over, Ci tekutina v hrnci ma aspoili x °C!

e Over, ¢i v mase v nadobe bude ,stat lyzicka“!

e VaZi obsah nadoby prave x g7

Uloha 2.1 Vyberte z vasej kuchérskej knihy recept na zhotovenie vasho oblt-
beného jedla. Zostavte vlastny zoznam jednoduchych ¢innosti a testov a prepiste
Vas recept tak, aby absolvoval len jednoduché aktivity z Vasho zoznamu!

Uloha 2.2 Vasou tlohou je zohriaf 11 vody na 90 °C. K dispozicii mate nasle-
dovné operacie:

e Postav hrniec T na x sekind na horidcu platiiu a potom ho
z platne odstav!
e Nalej x litrov vody do hrnca T!

K dispozicii mate tiez nasledujuici test:
e Mi voda v hrnci aspoil x °C?

Napiste algoritmus na zohriatie 1 litra vody na 90 °C len pomocou vyssie uvede-
ného testu a prikazov! Pritom musite zabezpecit, aby voda po dosiahnuti 90 °C
neostala staf na platnicke dlhsie ako 15 sektnd.

Ci verite alebo nie, ak ste vyriesili tieto dve tlohy, tak ste uz trocha
programovali. To najddlezitejsie, ¢o sme sa naudili pri peceni marhulového
kolaca je, ze o algoritmoch nemdZzeme hovorit, pokial najskor jednoznacne
neurc¢ime, ¢o su zékladné kamene, z ktorych mézeme algoritmy vytvarat.
Zakladnymi stavebnymi prvkami algoritmov st na jednej strane jednodu-
ché ¢innosti, ktoré je kazdy bezpochyby schopny zrealizovat a na druhej
strane jednoduché testy, ktoré vie uskutocnit takisto kazdy.
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2.3 A ako je to s algoritmami pre pocitac?

V tejto casti bude na$im cielom upresnit nase predstavy o tom, ¢o je
algoritmus prostrednictvom skiimania podobnosti a rozdielov medzi algo-
ritmickym varenim a algoritmickym pocitanim na pocitaci.

Presne tak, ako pri vareni, musime sa aj pri pocitacovych algoritmoch naj-
prv dohodnif na nejakom zozname zékladnych ¢innosti (operacii), ktoré
poditace vedia vykonavaf. Pocitace nemaju inteligenciu a ani schopnost
improvizovat. To zna¢ne zjednoduSuje nasu tlohu, pretoze vdaka tomu
musi byt re¢ pocitacdov velmi jednoduchd. Nikto nepochybuje o tom, Ze po-
¢itace mozu séitavat, odcitavat, nasobif a delit ¢isla a tiez ¢isla navzajom
porovnavat. V prvom pripade zvykneme v informatickej terminol6gii ho-
vorit o aritmetickych operaciach s ¢islami, ktoré ovlada v podstate kazda
kalkulacka. Tieto jednoduché operécie spolu so schopnostou ¢itat vstupné
udaje a vypisovat vysledky postacuju na to, aby sme kazdy algoritmus
dokazali zapisat ako postupnost takychto operacii (akcii).

Pozorujeme teda, ze kucharske algoritmy a aj pocitacové algoritmy nie st
ni¢im inym, ako postupnostami jednoduchych tkonov (operacii). Medzi
receptami a algoritmami v informatike existuje ale jeden podstatny roz-
diel. Recepty ako algoritmy pecenia maju ako vstup suroviny a vysledkom
je kolac¢. Jediny ich mozny vstup je presny zoznam surovin potrebnych
na pecenie daného kolaca. Pri algoritmickych problémoch je to inak. Uz
vieme, ze algoritmicky problém v typickom pripade pozostava z neko-
necného mnozstva pripadov daného problému. Priklad algoritmického
problému je riesenie kvadratickych rovnic v tvare:

ar® +bx +c = 0.

Vstupom su tri ¢isla a, b a ¢, ktoré jednoznacne opisuji danti kvadraticki
rovnicu, a ktoré predstavujua jednotlivé vstupy pre spracovanie kvadra-
tickej rovnice. Ulohou je najst vsetky také ¢isla x, ktoré tito rovnicu
splhaju.
Konkrétnym pripadom tohto problému je napriklad nasledujica kvadra-
ticka rovnica:

22 =5z +6=0.

Méame a = 1,b = —5 a ¢ = 6. RieSeniami tejto rovnice st x1 = 2 a 9 = 3.
Dosadenim moézeme lahko overif, Ze:

22 _5.246=4-10+6=0
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32-5.346=9-15+6=0

a teda, Ze 1 a x9 st skuto¢ne rieseniami kvadratickej rovnice 22 —5z+6 =
0. Pretoze existuje nekonecne vela ¢isel, mame aj nekonecne vela moz-
nosti, ako zvolif koeficienty kvadratickej rovnice a,b a c¢. Od algoritmov
na rieSenie kvadratickych rovnic pozadujeme, aby vedeli vypocitat riese-
nie pre kazdé a,b a ¢, teda pre kazdu kvadraticka rovnicu.

Dopracovali sme sa k druhej zadkladnej poziadavke na formuléciu definicie
algoritmu.

Algoritmus na rieSenie vypoctovej ulohy (problému) musi za-
rucovat korektné spracovanie kazdého mozného pripadu pro-
blému. Korekiné spracovanie znamend, Ze algoritmus pre kazdy
vstup vypocita v konecnom case spravny vysledok.

Predstavme si teraz nejaky algoritmus na rieSenie kvadratickych rovnic.
7 matematiky pozname nasledovné vzorce na vypocet rieseni:

—b+ Vb2 —4ac

o= 2a
—b—Vb? — dac
T = )
2a

ak b? — 4ac > 0. Ak b? — 4ac < 0, neexistuje nijaké realne! rieSenie danej
rovnice. Tieto vzorce poskytuji nasledovnt vSeobecntt metddu na rieSenie
kvadratickych rovnic.

Vstup: Cisla a, b a c reprezentujice kvadratickt rovnicu az?+bx+c = 0.
Krok 1: Vypodéitaj hodnotu b% — 4ac.
Krok 2: Ak b? — 4ac > 0, tak vypocitaj

—b+ Vb2 — dac

Ir =

2a

—b— Vb? —dac

T9 = .
2a

Krok 3: Ak b? — 4ac < 0, napis ,Neexistuje reélne rieSenie®.

Uverme teraz matematikom, ze tato metdda skutocne funguje. Na to,
aby sme ju vedeli prepisat do formy pocitacového algoritmu to aj tak
nepotrebujeme vediet.

!Dévodom je, #e nemodzeme odmocnif zaporné &islo.
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V skutoénosti chceme napisat tito metédu ako program. Pod pojmom
program rozumieme postupnost pocitacovych instrukcii, ktoré si napi-
sané v tvare, ktory je pre pocita¢ zrozumitelny. Medzi pojmami ,,prog-
ram“ a ,algoritmus® existuju dva principialne rozdiely.

1. Program nemusi byt reprezentéciou nejakého algoritmu. Program
moze byt aj nezmyselnd postupnost instrukcii, ktora nevedie k ziad-
nemu cielu.

2. Algoritmus nemusi byt vzdy zapisany vo formélnom jazyku poci-
taca, pod ktorym rozumieme nejaky programovaci jazyk. Algorit-
mus mozeme opisat aj v prirodzenom jazyku alebo v metajazyku
matematiky. Napriklad pokyny ,vynasob a a b“ alebo ,vypocitaj
\/c* st pripustné pri opise algoritmu, zatial ¢o v pripade programu
musia byt tieto pokyny zapisané vo formalizme daného programo-
vacieho jazyka.

Poznamenajme, ze prvy rozdiel je klucovy a poukazuje na to, Ze algo-
ritmus vzdy spajame s vypoctovou tlohou, ktort riesi. Program nemusi
byt nevyhnutne spojeny s rieSenim nejakého problému, ide len o postup-
nost korektne zapisanych pocitacovych inStrukcii. Druhy rozdiel je len
nasou dohodou, ze algoritmy smieme zapisovat jednoduchsie, aj bez po-
uzitia formalnych jazykov. V podstate ale vyzadujeme, aby sa dal kazdy
algoritmus formaélne presne napisat vo forme programu.

Pod programovanim? rozumieme ¢innost, pomocou ktorej prepisujeme

algoritmy do formy programov. Aby sme pochopili, ako pracuje pocitac,
a aby sme tiez videli, ako mozno dosiahnut zlozité spracovanie informécii
pomocou postupnosti velmi jednoduchych operécii, budeme teraz trochu
programovat.

Tak ako pri peceni a vareni, zacneme zostavovanim listiny obsahujtcej
vSetky povolené zakladné operécie (¢innosti). Operacie budeme zapisovat
v tvare nasho programovacieho jazyka ,NAZORNY*, ktory sme vyvinuli
kvoli ndzornej prezentacii. Vysvetlujic vyznam jednotlivych instrukeii,
ukizeme, ako mozno jednoducho modelovat pocitac a ¢o presne sa v tomto
pocitacovom modeli odohrava pri vykonavani jednotlivych instrukeii.

Pocitac si predstavime do istej miery idealizovane tak, ako je nakresleny
na obrazku 2.2.

2V sirsom zmysle moézeme pod programovanim rozumiet nielen implementaciu algo-
ritmu, ale i vyvoj algoritmu na rieSenie tlohy spolu s jeho implementéiciou v danom
programovacom jazyku.
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vstupné hodnoty

zoradené v rade

¢itanie vstupu POCITAC
\'4
Pamiit
Register(0) Register (1)
Register(2)
CPU Register(3)
Register(4)
Vykonévanie -
instrukeii 7| Register (5)
Register(6)
program zapisany|
v riadkoch
1
2
m
zapisovanie/tla¢
A

obr. 2.2

Pocita¢ pozostava z nasledujtcich casti:

e Pamiit, ktord pozostava z velkého poétu pamifovych jednotiek.
Tieto pamitové jednotky nazyvame registre. Registre s oéislované
kladnymi celymi ¢islami (obr. 2.2). Kazdy register moze byt pouzity
na zapamétanie jedného ¢isla. Na zaciatku vypoctu obsahuji vsetky
registre ¢islo 0. Poradové cislo registra nazyvame jeho adresou.
Napriklad ¢islo 112 je adresou registra Register(112). Mozeme si
to predstavit ako ulicu s postupne oéislovanymi domami len na jed-
nej strane.

e Specialny register Register(0), ktory obsahuje ¢islo riadku prog-
ramu, ktory sa prave spracovava, alebo sa méa prave zacat spraco-
véavat.

e Specidlna pamiif na zapamiitanie programu. Program pozostéva
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z riadkov a kazdy riadok obsahuje prave jednu pocitac¢ovi inStruk-
ciu.

e Centralna procesorova jednotka, nazyvand CPU. CPU je prepojena
komunika¢nymi kanalmi so vSetkymi castami pocitaca. CPU pra-
cuje v takzvanych CPU cykloch. Na zaciatku cyklu si najprv pre-
¢ita aktualny riadok programu, ktorého poradové ¢islo je v registri
Register (0). Potom si nechd poslat idaje (pamétové obsahy) tych
registrov, ktoré st argumentmi v danej operacii. Na zaslanych tda-
joch vykoné danta operaciu a ulozi vysledok do vyznaceného regis-
tra. Nakoniec zmeni obsah registra Register (0) tak, aby obsahoval
¢islo toho riadku programu, ktory sa méa vykonaf v nasledujicom
cykle.

Okrem toho je pocita¢ spojeny so svojim okolim. Vstupné udaje (¢éisla)
¢akaju v rade a pocita¢ si moze vzdy precitat prvy udaj (¢islo) v rade
a zapamitat ho v nejakom registri. Poéita¢ mé tiez takzvant vystupnua
pasku, na ktortt moze vypisovat vysledky.

Pozrime sa eSte raz na podobnost s kuchynskymi receptami. Hardware po-
¢itaca je kuchyna. Registre pamiite st nddoby Iubovolného druhu: hrnce,
misky, pohére, taniere, atd. Kazda nadoba mé svoje jednozna¢né meno,
rovnako ako maju registre svoje adresy. TakZe je vzdy jasné, o ktorej
nadobe sa hovori. Pamit s programom je stranka papiera, na ktorom je
napisany recept. CPU sme my, alebo kuchynsky robot so vsetkymi zaria-
deniami a ndstrojmi, ako rura, sfahac¢, mikrovinka, atd., ktoré st k dispo-
zicii. Obsah registra Register (0) je pre nas aktudlna poznamka o tom,
kde sa prave pri vykonavani receptu nachadzame. Vstupy lezia v chlad-
nicke, mraznicke, alebo v Spajze. V beznom pripade sice suroviny nie st
usporiadané do radu ako nase vstupy. Ale ni¢ ndm nebréani pred varenim
povyberat vSetky suroviny a postavit ich do radu podla poradia, v kto-
rom ich budeme potrebovat. Vystup nezapiSeme na péasku, ale polozime
na jedalensky stol.

Pri peceni a vareni sme sa naudili, ze prvym a zaroven hlavnym kro-
kom k Specifikicii pojmu algoritmus je dohodnuf sa na zozname realizo-
vatelnych inStrukcii (pokynov, ¢innosti, operacii). O ich vykonatelnosti
musime byt vSetci presvedéeni. V nasledujicom budeme zo vSetkych uve-
denych synonym uprednosttiovat pojem instrukcie.

Pocitacové instrukcie opiseme radsej v prirodzenom jazyku ako v jazyku
pocitaca v takzvanom pocitacovom kdde. Za¢nime s operaciami ¢itania.
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(1) Nagitaj do Register(n).

Realizovat tato operaciu znamend zapamiitat si v n-tom registri
(Register(n)) prvé ¢islo zo vstupného radu. Pritom sa toto ¢islo
zo vstupného radu vymaze a na prva poziciu v rade sa dostane
doteraz druhé ¢islo vstupného radu.

Priklad 2.1 V rade ¢akaju tri éisla 114, —67 a 1. (pozri obr 2.3). V pa-
méti obsahuju vSetky registre ¢islo 0. Register (0) obsahuje ¢islo 3. Teraz
ideme realizovat nasledovnu instrukciu:

Na¢itaj do Register(3)

z tretieho riadka programu. Po jej zrealizovani obsahuje Register(3)
¢islo 114, ktoré stalo prvé vo vstupnom rade. Vo vstupnom rade cakaju
este —67 a 1. Obsah registra Register (0) sa zvysi o 1 na 4, pretoze po vy-
konani inStrukcie tretieho riadka mé pocita¢ pokracovat vykonavanim
instrukcie v nasledujucom, stvrtom riadku.

Priebeh vykonavania tejto instrukcie je zndzorneny na obrazku obr. 2.3.
Na tomto obrazku neznazornujeme cely pocita¢, ale zameriame sa len
na pamift a vstupny rad, ktorych obsahy sa menia v priebehu vykonévania
instrukcie ¢itania. a

Nasledujtca instrukcia ndm umoznuje ulozit do registrov konkrétne ¢isla
bez toho, aby sme ich museli ¢itat zo vstupného radu.
(2) Register(n) «— k

Tento prikaz poZzaduje, aby sme si v n-tom registri zapamitali (do n-
tého registra ulozili) ¢islo k. Pri realizécii tejto instrukcie sa povodny
obsah n-tého registra vymaze. Vstupny rad sa nemeni.

Priklad 2.2 Register Register (50) obsahuje ¢islo 100. Po vykonani in-
strukcie:

Register(50) « 22

obsahuje Register (50) cislo 22. Byvaly obsah 50-teho registra, hodnota
100, sa vymaze bez toho, aby sa niekde inde zapamétal. Jeho pévodny
obsah sa definitivne strati.

Ak je nasledujica instrukcia:

Nagitaj do Register(50)
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1

—67 1

114 —67
Register(0) 3 Register(0) 4
Register(1) 0 Register(1) 0
Register(2) 0 Register(2) 0
Register(3) 0 Register(3) 114
Register(4) 0 Register(4) 0
Register(5) 0 Register(5) 0

(a) (b)
obr. 2.3

a ako prvé je vo vstupnom rade ¢islo 7, tak vykonanim tejto instrukcie
prepiseme c¢islo 22 v 50-tom registri na ¢islo 7. O

Uloha 2.3 Vo vstupnom rade st éisla 11, 12, a 13. Obsah registra Register (0)
je 1. Register (2) obsahuje ¢islo 1117 a Register(3) obsahuje ¢islo 21. Vsetky
ostatné registre obsahuju ¢islo 0.

a) Nadrtnite tto situdciu (stav pocitaca) podobne ako na obrézku obr. 2.3.
b) Vykonajte nasledujuci program:

1 Nagitaj do Register(1)

2 Register(2) « 100

3 Na¢itaj do Register(3)

4 Nacitaj do Register(2)

Vypiste obsahy vsetkych registrov a vstupného radu po vykonani jednotlivych
instrukcii.

Teraz predstavime aritmetické operacie, ktoré je schopny vykonavat nas
pocitacovy model.
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(3) Register(n) <« Register(j) + Register (i)

Jej vyznam je takyto: Spocitaj obsahy registrov Register (i)

a Register(j) a vysledny stucet uloz do registra Register (n).
Pri vykonévani tejto instrukcie sa pévodny obsah n-tého registra
prepiSe vysledkom sc¢itania. Ostatné registre nemenia svoj obsah.
Vynimkou je len Register(0), ktorého obsah sa zvysi o 1, ¢o zna-
mena, ze vykonavanie programu pokracuje v nasledujicom riadku.
Vstupny rad zostava takisto nezmeneny.

Priklad 2.3 Predstavme si situéciu, v ktorej mame v registri Register (0)
¢islo 5 a kazdy Register (i) obsahuje éislo i prei = 1,2,3,4,5 (obr. 2.4a).
Vsetky ostatné registre obsahuju ¢islo 0. Piaty riadok programu obsahuje
nasledujicu instrukciu:

Register(7) « Register(1l) + Register(4)

Obrazok 2.4b ukazuje situaciu, ktora nastane po vykonani tejto instrukcie

sCitania.

Register(0) 5 Register(0) 6
Register(1) 1 Register(1) 1
Register(2) 2 Register(2) 2
Register(3) 3 Register(3)

Register(4) 4 Register(4) 4
Register(5) 5 Register(5) 5
Register(6) 0 Register(6) 0
Register(7) 0 Register(7) 5

(a) (b)

obr. 2.4

Cislo 1 z prvého registra a ¢&islo 4 zo stvrtého registra sa séitaji (1+4=5)
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a vysledok 5 sa ulozi do siedmeho registra. Obsahy registrov Register (1)
a Register(4) sa pritom nezmenia. Obsah 0-tého registra sa zvysi z 5
na 6.

Predstavme si situdciu, ked je v Siestom riadku programu nasledujica
instrukcia:

Register(7) <« Register(1l) + Register(7).

Obsah prvého registra je 1 a obsah siedmeho registra je 5. To znamena,
ze pocitac spocita 14+ 5 = 6 a do siedmeho registra ulozi ¢islo 6. Tym sa
vymaze pévodny obsah 5 siedmeho registra. Na tomto priklade vidime,
ze vysledok séitavania smieme ulozit tiez do jedného z tych registrov,
v ktorych sa pévodne nachadzali scitance. Pritom samozrejme stratime
povodna hodnotu jedného zo séitancov. O

Uloha 2.4 Predstavme si situdciu po vykonani prvého séitania (piateho riadku)
v priklade 2.3. Tato situéacia je znazornend na obrazku obr. 2.4b. Nacrtnite zod-
povedajicu situaciu po vykonani druhého sc¢itania v Siestom riadku programu.
Potom vykonajte nasledujiice tri operacie:

7 Register(3) « 101
8 Register(3) « Register(3) + Register(3)
9 Register(3) «— Register(7) + Register(3)

Vypiste stav paméte, aky bude na konci, po vykonani vsetkych tychto instrukcii.

Podobne ako suc¢et mozeme realizovat aj nasledujtce aritmetické operacie:
(4) Register(n) <« Register(j) - Register (i)

Vykonanie tejto operacie znamena, ze sa od¢ita obsah i-teho registra
od obsahu j-teho registra a vysledok sa ulozi do n-tého registra.

(5) Register(n) < Register(j) x Register(i)

Obsah registrov Register(j) aRegister (¢) sa vynasobi a vysledok
sa ulozi do n-tého registra.

(6) Register(n) « Register(j) / Register(q)

Obsah j-teho registra sa vydeli obsahom i-teho registra a vysledok
sa zapaméita v n-tom registri.

(7) Register(n) « y/Register(n)
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Vypocita sa odmocnina ¢isla ulozeného v n-tom registri a vysledok
sa ulozi do n-tého registra.?

Uloha 2.5 Vo vietkych registroch okrem registra Register (0) je uloZené ¢islo
0. Register(0) obsahuje ¢islo 1. Vo vstupnom rade stoja dve ¢isla a a b. Vy-
svetlite vlastnymi slovami, aky vysledok je uloZeny v tretom registri po vykonani
nasledujiceho programu.

1 Nagitaj do Register(1)
2 Register(l) « Register(1l) x Register(1)
3 Nacitaj do Register(2)
4 Register(2) « Register(2) * Register(2)
5 Register(3) «— Register(l) + Register(2)

Podobne ako v kucharskych receptoch, ani v pocitacovych algoritmoch
nebude stacit len vykonavanie istych ¢innosti, akymi st v poéitaéi napri-
klad aritmetické operacie. Potrebujeme tiez moznost testovat a na zéklade
vysledkov testu urcit dalsi postup. V podstate ndm stacia nasledovné dva
zakladné testy:

(8) Ak Register(n) = 0, tak pokra&uj v riadku j

Ak sa obsah n-tého registra rovna 0, tak pocita¢ ulozi do 0-tého
registra ¢islo 7, a pokracuje vykondvanim instrukcie v j-tom riadku.
Ak je obsah n-tého registra rozny od nuly, pocita¢ k obsahu 0-tého
registra pripocita jednotku, a pokracuje v nasledujicom riadku.

(9) Ak Register(n) < Register(m), tak pokra&uj v riadku j

Ak obsah n-tého registra nie je vicsi ako obsah m-tého registra, tak
do 0-tého registra ulozime cislo j a pocitac pokracuje vykonavanim
instrukcie v j-tom riadku. V opac¢nom pripade program pokracuje
vykonavanim instrukcie v nasledujicom riadku.

Instrukcia:
(10) Pokra&uj v riadku j

je bezpodmieneénym prikazom na pokracovanie vykonavania prog-
ramu v j-tom riadku.

3Vypoéitanie odmocniny nepatri medzi bezné zakladné pocitacové operacie. My ju za-
hrnieme do nasho zékladného zoznamu operacii, pretoze ju potrebujeme pre vypocet
rieSeni kvadratickych rovnic. Samozrejme, Ze pocita¢ je schopny vypocitat odmocninu
daného ¢isla. Tento vypocet sa ale realizuje pomocou programu, ktory je zostaveny len
zo zakladnych aritmetickych operacii.
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Okrem predchadzajicich instrukcii potrebujeme este prikazy na vypiso-
vanie vysledkov.

(11) Vystup < Register(j)
Obsah j-teho registra sa vypise na vystupné médium.
(12) Vystup « ,Text®

Na vystupné médium sa vypise Text v ivodzovkach. Napriklad pri-
kaz:

Vystup « ,Ahoj“

sposobi, Ze sa na vystupné médium napise ,Ahoj“ (na vystupnej
paske sa objavi text ,,Ahoj“).

Posledna operacia je:
(13) End

Tato operacia znamena definitivne ukoncenie prace pocitaca na vykona-
vani prikazov daného programu.

Uz sme pokrocili dost daleko, aby sme mohli naprogramovat algoritmus
na riesenie kvadratickych rovnic. Informéaciu o zmenach obsahu jednotli-
vych registrov kvéli prehladnosti uvadzame v kuceravych zétvorkach.

Vstup: Cisla a,b, ¢
Program:

1 NaCitaj do Register(1)
{Register (1) obsahuje a}

2 Nacitaj do Register(2)
{Register(2) obsahuje b}

3 Naditaj do Register(3)
{Register(3) obsahuje c}

4 Register(4) « 2
5 Register(5) « 4

6 Register(6) «— -1
{Stav pamiiti je znazorneny na obrazku obr. 2.5}

7 Register(7) « Register(2) * Register(2)
{Register(7) teraz obsahuje b*}
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10

11

12

13

14

Register(0) 7
Register(1) a
Register(2) b
Register(3) ¢
Register(4) 2
Register(5) 4
Register(6) -1
obr. 2.5

Register(8) «— Register(5) * Register(1)
{Register(8) obsahuje 4a}

Register(8) «— Register(8) * Register(3)
{Register(8) obsahuje 4ac}

Register(8) «— Register(7) - Register(8)
{Register(8) teraz obsahuje b> — 4ac, a tym je ukonéené vykona-
vanie prvého kroku metédy na riesenie kvadratickych rovnic.}

Ak Register(9) < Register(8), tak pokracuj v riadku 14
{Register(9) nebol zatial pouzity. Pretoze doposial nepouzité regis-
tre obsahuju vzdy ¢islo 0, v pripade (ked ma kvadratickd rovnica
riesenie) b? — 4ac > 0 sa prestiva vykonavanie programu do riadka
14. Ked b% — 4ca < 0 (ked kvadratickd rovnica nem4 riesenie), po-
kracuje vypocet vykonavanim instrukcie v nasledujiicom dvanastom
riadku. }

Vystup « ,Neexistuje rieSenie.“

End
{Po oznameni neexistencie riesenia ukonéi program svoju pracu.}

Register(8) « /Register(8)

{Register(8) obsahuje teraz ¢islo vb? — 4ac.}
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15 Register(7) «— Register(2) * Register(6)
{Teraz obsahuje Register(7) ¢islo —b. Predchadzajici obsah b?
tohto registra sa pritom vymazal.}

Register(0) 17
Register(1) a
Register(2) b
Register(3) ¢
Register(4) 2
Register(5) 4
Register(6) 2a
Register(7) —b
Register(8) |vb2 — 4ac
Register(9) 0
obr. 2.6

16 Register(6) <« Register(1l) * Register(4)
{Situécia je nakreslena na obrazku obr. 2.6.}

17 Register(11) « Register(7) + Register(8)

18 Register(11) « Register(11) / Register(6)

{Teraz obsahuje Register (11) prvé rieSenie x1 = %@.}
19 Vystup « Register(11)
20 Register(12) « Register(7) - Register(8)
21 Register(12) < Register(12) / Register(6)

{Teraz obsahuje Register (12) druhé riesenie x5 = %@.}
22 Vystup < Register(12)
23 End.

Grafické znazornenie tohto programu najdeme na obrazku obr. 2.7.
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Uloha 2.6 Uréte obsah vietkych registrov po ukonéeni programu.

Nacitaj do Register(1)
Nacitaj do Register(2)
Nacitaj do Register(3)

Register(4) «— 2
Register(5) «— 4
Register(6) «— —1

Register(7) <« Register(2)+Register(2)
Register(8) «— Register(5)+Register(1)
Register(8) «— Register(8)+Register(3)
Register(8) « Register(7)-Register(8)

Register(9) <Register(8)

NIE ANO
Vystup < ,RieSenie Register(8) <« |/Register(8)
neexistuje” Register(7) <« Register(2)*Register(6)
Register(8) < Register(1)*Register(4)

!

End Register(11) « Register(7)+Register(8)
Register(11) «— Register(11)/Register(6)
Vystup < Register(11)

Register(12) « Register(7)-Register(8)
Register(12) « Register(12)/Register(6)
Vystup < Register(12)

End

obr. 2.7

Uloha 2.7 Ak plati b2 — 4ac = 0, tak existuje len jedno riesenie kvadratickej
rovnice a teda ;1 = xo. Upravte program tak, aby v tomto pripade vypisal text
,Existuje len jedno rieSenie a to“ a prislusné &slo z1. V pripade b% — 4ac > 0
chceme, aby program dodatocne vypisal text ,Existuja dve riesenia‘“.

Uloha 2.8 Vysvetlite vlastnymi slovami, ¢o poéita nasledovny program.

1 Nagitaj do Register(1)
2 Na¢itaj do Register(2)
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Nagitaj do Register(3)

Register(4) <« Register(l) + Register(2)
Register(4) <« Register(3) + Register(4)
Register(5) « 3

Register(6) <« Register(4) / Register(5)
Vystup < Register(6)

End

© 00 N O 0> W

Urcte a v tabulke znazornite vyvoj obsahov jednotlivych registrov po kazdom
kroku programu.

Uloha 2.9 Napiste program, ktory pre dané &islo = vypocita nasledovni hod-
notu:
3z — Tz +11.

Uloha 2.10 Napiste program, ktory pre dané 4 éisla a, b, ¢, z vypoéita hodnotu

ax® + bx + c.

Uloha 2.11 Napiste program, ktory pre dané 4 ¢isla a, b, ¢, d vo vstupnom rade
uréf ich maximum (najvéésiu z tychto 4 hodnét).

Nie je nevyhnutnostou zapisat kazdy algoritmus vo forme programu len
kvoli tomu, aby sme sa presveddili, ze ide skuto¢ne o algoritmus. Napri-
klad ked je na prvy pohlad zrejmé, ze metdda na rieSenie kvadratickych
rovnic sa dé realizovat pomocou aritmetickych operécii a testov na po-
rovnavanie Cisiel, a ze tato metoda riesi kazdy pripad tejto ulohy, tak
ju mozeme pokladat za algoritmus. Napisanie zodpovedajiceho programu
(naprogramovanie algoritmu) povaZujeme za transformdciu zapisu algo-
ritmu do reci pocitaca. Z formalneho matematického hladiska ale mozno
povazovat tato transforméciu prezentacie algoritmu za dokaz strojovej
(automatickej) realizovatelnosti daného algoritmu.

2.4 Ako netimyselne zakliaf program na veéné
bezvysledné pocitanie?

Jednou z najdolezitejSich poziadaviek na definiciu algoritmu na riesenie
nejakého problému (ulohy) je, aby algoritmus vzdy svoju pracu ukoncil
v kone¢nom c¢ase a na vystup dal vysledok. V odbornej informatickej ter-
minolégii hovorime o zastaveni. Ak algoritmus A pracuje na vstupe x
konecne dlho a potom svoju pracu na x definitivne ukonci, tak hovorime,
ze algoritmus A zastavi na pripade problému x. Ak algoritmus
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A zastavi na kazdom moZnom vstupe, tak hovorime, ze algoritmus A
zastavi vzdy. Vyjadrené slovami informatiky, od kazdého algoritmu vy-
zadujeme, aby vzdy zastavil.

Prirodzene mozete s po¢udovanim namietat: ,, To je predsa samozrejmé.
Kto by uz len vyvijal programy, ktoré pracuji nekonec¢ne dlho, désledkom
¢oho nikdy nedaja nijaky vystup?“ Potrebujeme sa tym vobec zaoberat?
Problém je ale v tom, Ze nie je velké umenie vyvinit netimyselne program,
ktory pre nejaké Specidlne, ale mozné vstupy zacne do nekonecna opako-
vat nejaky cyklus. Ako sa moze nie¢o také staf profesiondlnemu prog-
ramatorovi? Velmi Tahko. Napriklad staci, ak zabudne zobrat do tvahy
nejaké Specialne situacie, ktoré mozu, sice zriedkavo, ale predsa len za is-
tych okolnosti, nastat. Aby sme videli, ako Tahko sa ndm ¢osi také moze
pritrafit, vrafme sa k nasim kucharskym algoritmom.

Nasim cielom je, aby voda zovrela, a potom ju pouzit na pripravu c¢aju.
Pritom chceme zaobchadzat opatrne s energiou a nenechat vodu vriet
zbytocéne dlhsie ako 20 sektind. Na tento ti¢el moéZeme navrhnaf program
znazorneny na obrazku obr. 2.8.

Vodu v nadobe
zohrievaj 10s

Dosiahla
teplota vody
100°C 7

ANO

Zalej vriacou vodou ¢aj

End

obr. 2.8

Na prvy pohlad sa nam zd&, Ze je vSetko v poriadku a algoritmus po-
kladdme za funkény. Ale len dovtedy, pokial sa nerozhodne tento recept
na varenie ¢aju pouzit nejaky horolezec na vrchole Matterhornu. V tejto
nadmorskej vyske je nizsi tlak, a teda voda vrie pri nizsej teplote a pri da-
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nom tlaku nemoze dosiahnut teplotu 100°C. TakZe test ndsho programu
nikdy nebude splneny. Samozrejme, ze horolezec nebude v pravom slova
zmysle varit ¢aj donekonec¢na, lebo bud sa mu minie palivo, alebo sa
vypari voda z hrnca.

Vsetci vidime, kde sa stala chyba. Jednoducho sme pri pisani receptu
nemysleli na tito Specidlnu situdciu. A presne to isté sa moze stat kaz-
dému programatorovi, ak nemysli neustale na vsetky pripady danej ilohy
a na vsSetky mozné Specialne situacie, ktoré mozu v priebehu vypoctov na-
stat. Z podobnych dévodov spadla uz aj jedna raketa, lebo programétori
nepocitali s tym, Ze pri vypoctoch ich programov mozu vzniknaf také
velké ¢isla, ktoré sa nezmestia do 32-bitového registra. Na ukazku ale
uvedieme jednoduchsi priklad.

Priklad 2.4 Na zacdiatku obsahuje Register (0) ¢islo 1 a vSetky ostatné
registre obsahuju ¢islo 0. Vo vstupnom rade ¢akaja ¢isla a a b. Naprogra-
movali sme nasledujici program.

1 Nagitaj do Register(1)

2 Naditaj do Register(2)

3 Register(3) «— -1

4 Ak Register(1) = 0, tak pokraéuj v riadku 8
5 Register(l) <« Register(1l) + Register(3)

6 Register(4) «— Register(4) + Register(2)

7 Pokracuj v riadku 4

8 Vjstup <« Register(4)

9 End

Zodpovedajuce grafické znazornenie programu nachadzame na obrazku
obr. 2.9.

Ulohou algoritmu je vypodcitat sti¢in a-b len pomocou s¢itania a odéitania.
V podstate nas program pocita

b+b+b+...+0b,

a krat

t.j. spocitava a-krat hodnotu b.
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Nacitaj do Register (1)
Nacitaj do Register(2)
Register(3) «— —1

Register (1)=0

ANO NIE
Vystup < Register(4) Register (1) < Register (1) + Register(3)
End Register(4) « Register(4) + Register(2)
obr. 2.9

Uloha 2.12 Uvazujme o konkrétnych vstupoch a = 3 a b = 7. Vykonajte vy-
pocet programu na tomto vstupe. Zostavte tabulku, ktord ukazuje po kazdom
kroku vypoctu (po vykonani kazdej instrukcie) stavy vSetkych registrov.

Ak a = 0, tak vysledok ma byt a-b = 0-b = 0. To sa aj naozaj stane,
lebo a sa nacita do prvého registra a test vo stvrtom riadku potom vedie
priamo do 6smeho riadku, v ktorom program da na vystup obsah stvrtého
registra, ¢o je v tomto pripade ¢islo 0.
Ak a > 0, pripoc¢itame v Siestom riadku programu ¢islo b k obsahu Stvr-
tého registra, v ktorom mé na konci ostat definitivny vysledok. V piatom
riadku programu pritom zmensime obsah prvého registra o hodnotu 1.
V prvom registri bolo pévodne ulozené cislo a, a tak po i opakovaniach
cyklu pre ¢ < a je v prvom registri ¢islo a — ¢ a vo Stvrtom registri je
ulozené cislo

b+b+...+b=1i-b.

i krat

Ak ,Register(1) = 0“, tak po opusteni cyklu vieme, ze cyklus sme rea-
lizovali préave a-kréat a teda Register(4) obsahuje hladanti hodnotu:

b+b+b+...+b=ua-b.

a krat

TakZze vidime, Ze sa ndm podarilo vyvinat program, ktory dokéze nésobit
dve ¢isla bez pouzitia operacie nasobenia zo zoznamu nasich zakladnych
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operdcii. To znamena, Ze ked z ndsho zoznamu operécii vynechame ope-
raciu nasobenia, neoslabime schopnosti pocitaca, a teda ani ndsho pojmu
algoritmus.

Program na obrézku obr. 2.9 mé ale predsa jeden zadrhel. Na zaciatku
sme povedali, Ze a a b st celé ¢isla. Co sa stane, ak je jedno z ¢isiel, alebo
obe ¢isla a, b zaporné? Ak je b zaporné a a je kladné, cyklus sa zopakuje
presne a-krat a dostaneme spravny vysledok. Ak je ale a zaporné, bude
program donekoneéna vykonavat cyklus. Preco? Register (1) bude ob-
sahovat na zaciatku zaporné ¢islo. V priebehu cyklu sa toto ¢islo bude
vzdy o jednotku zmensSovat, a teda obsah prvého registra sa neméze nikdy
zviiGsit na hodnotu 0. O

Uloha 2.13 Ako moZno upravif program z obrazka 2.9 tak, aby korektne vy-
nasobil dve ¢isla a a b pomocou s¢itania a odéitania, aj v pripade, ked je ¢islo a
zaporné?

Uloha 2.14 Pokiste sa napisaf program, ktory vypocita pre dve kladné celé
¢isla a a b sucet a + b, len pomocou nasledujtcich operacii

Register(i) « Register(i)+1
Register(j) « Register(j)-1,

ktoré zviacsuju alebo zmensuju obsah registrov o jedna. Okrem tychto dvoch
instrukcii nie st v programe dovolené nijaké iné aritmetické operacie.

Nakoniec vidime, ze vSetky algoritmy sa daju prepisat do programu, ktory
pouziva len testovanie obsahu registra na 0, pripocitanie a odpocitanie
jednotky a vstupno-vystupné operécie. Z tohto uhla pohladu nemozno
mat nijaké pochybnosti o tom, Ze to, ¢o oznacujeme za algoritmy, mozno
naozaj automaticky realizovat na pocitaci.

Zvysok tejto kapitoly je venovany len tym, ktori by radi presnejsie vedeli,
ako vyzera skutocny repertoar prikazov pocitaca. Na zaciatok upozornime
na to, ze z nasho doterajsieho zoznamu treba vynechaf operéciu pocitania
odmocniny. Na vypocitanie odmocniny nejakého ¢isla je nevyhnutné na-
pisat program, ktory ju vypocita len pomocou zékladnych aritmetickych
operacii +, —, * a /. Takyto program nebudeme pisat, pretoze to vyzaduje
viac prace, ako by sa na prvy pohlad mohlo zdat.

Na druhej strane nam ale chyba este zopar instrukcii, ktoré na realizaciu
istych 1loh dokonca nevyhnutne potrebujeme. Pozrime sa na nasledu-
jucu tlohu. Ako vstup dostaneme postupnost celych ¢isiel. Vopred ale
nevieme, kolko ¢isiel sa nachadza v tejto postupnosti. Koniec postupnosti
rozpozname len vdaka dohode, Ze vsSetky ¢isla v postupnosti st rozne
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od nuly a samotné ¢islo 0 oznacuje koniec postupnosti. Nasou tlohou
je vSetky ¢isla tejto postupnosti nacitat a postupne ulozit do registrov
Register(100), Register(101),Register(102), atd. To znamena, Ze i-
te ¢islo postupnosti méme ulozit do registra s adresou 100 + ¢ — 1. Tento
proces mame ukoncit, ak naditame ¢islo 0. Pri pisani zodpovedajiceho
programu by sme mohli vyskusat zacat nasledovnym spdsobom.

1 Nagitaj do Register(1)

2 Ak Register(l) = 0, tak pokracuj v riadku [J
3 Register(100) « Register(1)

4 Nagitaj do Register(1)

5 Ak Register(1) = 0, tak pokracduj v riadku [J
6 Register(101) « Register(1)

7 Nagitaj do Register(1)

8 Ak Register(1) = 0, tak pokracuj v riadku [J

9 Register(102) « Register(1)

Nasa stratégia bude takato: Nasledujuce ¢islo zo vstupného radu vzdy pre-
¢itame do Register (1) a ked je toto ¢islo rozne od nuly, tak ho ulozime
do najblizsieho volného registra od adresy 100 smerom nahor. Jedinou
otazkou je, ako pokracovat dalej. Ked je vstupnd postupnost 17, —6,0,
musime pracu ukonéit. Ak mé ale vstupna postupnost 10000 ¢isiel, mal
by mat nas program 30000 riadkov. Nevieme ale, kedy méme ukoncit
pisanie programu, a teda ani nevieme, do ktorého riadka mame napi-
sat inStrukciu END. Preto sme pouzili v programe oznacenie [, lebo sme
jednoducho nevedeli, do ktorého riadka mozeme END ulozit. Jedno je ale
jasné. Nemozeme napisat nekoneény program. Vychodiskom by mohlo byt
pouzitie cyklu znazorneného na obrazku 2.10.

Problém je len v tom, Ze nevieme, v ktorom registri Register (/\) méame
ulozit prave nacitané ¢éislo. Adresa A nemoze byt stale ta ista, pretoZe si
chceme zapamiital vSetky cisla postupnosti, teda kazdé ¢islo na ind ad-
resu. V podstate médme v i-tom prechode cyklom ulozit naposledy preci-
tané ¢islo do registra s adresou 100 4+ ¢ — 1. To ale nemdZeme zrealizovat,
pretoze naSe instrukcie nam umoznuji nahradit symbol A len jednym
konkrétnym ¢islom, ktoré sa nemeni.
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Nacitaj do Register (1)

Register (1)=0

ANO NIE

i

End Register(A) « Register(1)

Nacitaj do Register(1) —

obr. 2.10

7 tychto dévodov majua pocitace v zakladnom vybaveni instrukcie tak-
zvanej nepriamej adresacie. Vykonanie instrukcie

(14) Register(Register(i)) <« Register(y)

pre adresy ¢ a j spoOsobi, Ze sa obsah j-tého registra ulozi do registra,
ktorého adresa je obsahom i-teho registra.

Je to komplikované? Pozrime sa na to na konkrétnom priklade. Nech ob-
sah registra Register(3) je 112 a obsah siedmeho registra je 24. Pocitac
mé vykonat prikaz.

Register(Register(3)) « Register(7).

Najprv si pocitac¢ pozrie obsah tretieho registra a zisti, ze tento obsah je
112. Potom uz len vykona nam znamy prikaz.

Register(112) « Register(7).

Takze ¢islo 24, ktoré je obsahom siedmeho registra sa zapaméta v registri
Register(112). Okrem nového obsahu 24 v 112-tom registri sa nemeni
obsah nijakého registra okrem nultého, ktorého hodnota sa ako zvycajne
zvysi o 1.

Uloha 2.15 Pre viésinu doteraz predstavenych poéitacovych instrukcii existuje
variant s nepriamou adresaciou. Poktste sa sami vysvetlit vyznam nasledujicich
prikazov:

a) Register (k) < Register(Register(m))

b) Register(Register(i)) < Register(l)*Register(j).
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Pomocou nepriamej adresacie sa da vyriesit aj nas problém, ked si chceme
zapamitat neznamy pocet idajov. RieSenim je program na obrazku 2.11.
V druhom registri mame stale ulozenti aktualnu adresu, na ktort chceme
ulozit nasledujtce ¢islo zo vstupného radu. Na zaciatku do druhého regis-
tra ulozime adresu 100 a po kazdom zapamitani dalSieho ¢isla zvySime
o jednotku obsah druhého registra. Cislo 1 je po cely ¢as uloZené v tretom
registri.

Register(3) « 1

Register(2) « 101

V

Nacitaj do Register (1)

Register(1)=0

»\l\;o NIE
End Register (Register(2)) « Register(1)
v
Register(2) «— Register(2) + Register(3)
v
Nacitaj do Register(1) —

obr. 2.11

Uloha 2.16 Vo vstupnom rade ¢akaji éisla 113,-2,20,8,0. Simulujte krok po kro-
ku program na obrazku 2.11 a nacrtnite pritom aktualne obsahy registrov s ad-
resami 0, 1, 2, 3, 100, 101, 102, 103, 104 a 105. Predpokladdme, ze na zaciatku
vSetky registre obsahuju ¢islo 0.

2.5 Zhrnutie alebo ¢o sme sa tu naucili

Ci mi to verite, alebo nie, ak ste tspesne vyriesili sformulované tlohy,
tak ste uz aj trochu programovali, a teda ste si aj vybudovali aku-taki
predstavu o tom, ¢o to znamend pracovat ako programator. To ale nebolo
hlavnym cielom tejto kapitoly.
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Nasim cielom bolo ujasnit si vyznam pojmu algoritmus v zmysle formali-
zacie pojmu metddy. Pochopili sme, ze nase ocakavania na definiciu tohto
pojmu zodpovedaju nasledujicim poziadavkam:

1. Metéda ako algoritmus na rieSenie nejakého problému sa musi dat
uspesne aplikovat aj ked jej uzivatel nie je expertom na rieSenie
daného problému. Jednoducho netreba rozumiet, preco algoritmus
dosiahne stanoveny ciel. Staci, ak vieme vykonavat jednoduché ¢in-
nosti, z ktorych je algoritmus zostaveny. V definicii algoritmu musia
byt uvedené v zozname instrukcii a musi platit vSeobecny konsenzus
o tom, 7Ze kazdé z tychto instrukcii (¢innosti) je taka jednoducha,
ze sa da vykonéavat automaticky (strojom).

2. Algoritmus nenavrhujeme s ciefom vyriesit nejaky Specificky pri-
pad problému. Algoritmus na rieSenie daného problému musi byt
schopny tuspesne riesit vSetky mozné pripady problému, ktorych
je bezne nekonecne vela. (Na zopakovanie: Problém je vSeobecne
postavend tloha ako triedenie c¢isiel, alebo riesenie kvadratickych
rovnic. Pripad problému je konkrétna tloha ako ,Usporiadaj vzo-
stupne ¢isla 1,7, 3,2, 8¢ alebo ,Najdi riesenie kvadratickej rovnice
222 — 3z +5 = 0“.)

3. Pre algoritmus na rieSenie daného problému musime mat istotu,
Ze tento algoritmus opisuje tspesnu cestu riesenia kazdého pripadu
problému. To znamen4, ze algoritmus ukon¢i pracu na kazdom vstu-
pe v koneénom case a jeho vystup vzdy zodpoveda spravnemu vy-
sledku.

Kazdy algoritmus sa da zapisat ako program v nejakom programova-
com jazyku. Program je takym opisom algoritmu, ktory je zrozumitelny
pre pocitac. Pritom pojem program nie je synonymom pojmu algoritmus.
Program nie je ni¢ iné, ako postupnost instrukcii. Tato postupnost in-
strukcii nemusi ddvat zmysel. Napriklad vykondvanie nejakého programu
moze viest k nezmyselnym vypoctom, ktoré neriesia nijaky problém, alebo
k nekoneénému opakovaniu jednej a tej istej ¢innosti.

Vzorové rieSenia k vybranym tloham

Uloha 2.2 Kucharsky algoritmus na zohriatie 1 litra vody na aspoii 90°C mo-
zeme opisat takto:

1 Nalej 1 liter vody do hrnca H.
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2 Postav hrniec H na 15 sektnd na horidcu platnicku

a potom ho z platnicky zodvihni.

3 Ak teplota vody dosiahla aspoii 90°C, ukonéi pracu.

Ak nie, pokracuj v praci ¢innostou 2.
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Uloha 2.3 Stav pamiiti po vykonavani jednotlivych instrukcii ndzorne priblizime
pomocou nasledujtcej tabulky:

1 2 3 4 5
Vstup 11,12,13 | 12,13 | 12,13 | 13
Register(0) 1 2 3 4 5
Register(1) 0 11 11 11 | 11
Register(2) | 1117 | 1117 | 100 | 100 | 13
Register(3) 21 21 21 12 | 12
Register(4) 0 0 0 0 0

Prvy stipec tabulky zodpoveda situdcii pred $tartom programu. Stlpec i + 1 opi-
suje stav pamiti a vstupného radu tesne po vykonani i-tej instrukcie programu,

teda pred vykondvanim (i + 1)-tej instrukcie.

Uloha 2.8 Dany program najprv nacita tri hodnoty zo vstupného radu (in-
Strukcie v riadkoch 1,2, a 3). Potom vypodita ich siucet a ulozi ho do $tvrtého
registra (riadky 4 a 5). V riadkoch 6 a 7 sa vypo¢ita priemer na¢itanych hodnot
a vysledok sa ulozi do Siesteho registra. Prikaz v 6smom riadku vypise vypo-
¢itany priemer na vystup. Nasledujtuca tabulka, podobne ako tabulka v tlohe
2.3, ukazuje vyvoj situacie po vykonani jednotlivych instrukcii. Aby sme zvysili
prehladnost, uvddzame hodnoty registrov len vtedy, ak sa zmenil v tomto kroku
vypoctu ich obsah.

Vstup

b, c

a,

o

Register(0

10

Register(1

Register(2

Register(4

a+b | a+b+c

Register(5

(0)
@
(2
Register(3)
()
5)
(6)

Register(6

| oo |C|O|—|

a+b+c
3

Vystup







Vela by sa toho vo svete neudialo, keby sme sa neustale
iba strachovali aké dosledky bude mat nase usilie.

Georg Christoph Lichtenberg

Kapitola 3

Nie je nekonecno ako nekonecno, alebo
preco je nekonecno v informatike
nekonecne dolezité?

3.1 Preco potrebujeme nekonec¢no?

.....

na predstave konecného vesmiru. Vsetko to, ¢o vidime, coho sa dotykame

a s ¢im prichddzame do kontaktu je konecné.

Na co je potom dobré nekonecno?
Je nekonecno nieco neprirodzené a vykonstruované, jednodu-
cho hracka matematiky?

Napriek moznym pochybnostiam pri prvom stretnuti s konceptom neko-
necna, dovolime si tvrdit, Ze nekonec¢no je Gspesny nastroj na skimanie
realneho konecného sveta. Nase prvé stretnutie s nekonec¢nom absolvu-
jeme vicsinou uz na prvom stupni zakladnej skoly, kde sa zoznamujeme

s mnozinou vsetkych prirodzenych! éisiel:
N={0,1,2,3,...}.

Zakladny princip definovania tejto mnoziny je jednoduchy:

1V tejto knihe budeme povazovaf &slo 0 za prirodzené &islo.



66 KAPITOLA 3

Pre kazdé prirodzené cislo i existuje o jednotku vicsie priro-
dzené€ cislo i+ 1.

Vyjadrené inymi slovami, neexistuje najviiésie ¢islo (ktoré by bolo véc-
sie ako vSetky ostatné), pretoze pre kazdé ¢islo existuji od neho viicésie
¢isla. Co to znamena? Jednoducho nie je mozné zapisat vietky prirodzené
¢isla jedno za druhym, pretoze nezévisle od toho, kolko ¢isiel sme uz za-
pisali, stale nasleduji dalsie a dalSie. Tak mozeme pokracovat bez toho,
aby sme skon¢ili, a preto hovorime o potencidlnom nekoneéne alebo
o neobmedzenom pocte prirodzenych ¢isel. Podobne je to s priamkou
v geometrii. Priamka je potencidlne nekonecna, a teda mé nekonecni
dlzku, pretoze mézeme po nej pochodovat neobmedzene dlho. Na jej ko-
niec nikdy neprideme a je jedno, kde sa na nej nachadzame, vzidy moézeme
v chodzi pokracovat dalej v tom istom smere.

Hlavny problém s konceptom nekonec¢na je v nasSej neschopnosti si ne-
konecno predstavit. Aktualne nekoneéno nemdzeme jednoducho vidiet
naraz celé. Chapeme, ze mame nekonecne vela (neobmedzene vela) pri-
rodzenych ¢isiel, ale nie sme schopni vidiet naraz vSetky prirodzené éisla.
Presne tak isto, ako nemoZeme naraz vidiet celi nekonecnt priamku.
Sme schopni pozorovat vzdy len nejaky kone¢ény zlomok (konecénu cast)
uvazovaného nekonec¢ného objektu. Napriek tomu oznacujme nekonecné
objekty pomocou symbolov a potom pracujeme s tymito symbolmi ako
s kone¢nymi reprezentaciami nekonec¢nych objektov.

Na tomto mieste by niekto mohol navrhnit nahradit koncept nekonecéna
pomocou jedného obrovského, ale kone¢ného ohranic¢enia. Napriklad, mo-
zeme sa rozhodnit definovat ako najviicsie prirodzené ¢islo pocet? proté-
nov v znamom vesmire. Takto ohranicené mnozstvo ¢isiel ndm vo vicsine
poctovych tkonov a tvah bude aj stacit. Ale v okamihu, ked sa budeme
snazit vypocitat energiu celého vesmiru, alebo sa budeme chcief zaoberat
vSetkymi moznymi vztahmi medzi elementdrnymi ¢asticami, ndm takto
ohranic¢ené ¢isla nebudu stacit. Je jedno, aké velké ¢islo si zvolime ako
mozné ohranicenie poctu cisiel, vzdy sa najdu zmysluplné situacie, kto-
rych stidium si vyzaduje pracu s este vacsimi ¢islami. NavySe nejde len
o0 to, ze si vieme ku kazdému ¢&islu predstavit od neho este vicsie ¢islo.
Toto viicsie ¢islo mozeme dokonca vzdy aj zapisat, a teda nepochybujeme
o0 jeho existencii. Prec¢o by sme si mali potom zakazovat nieco, ¢o existuje
a pripadne to mézeme dokonca aj potrebovat?

Ak ale chceme citatela presvedcit o uzitocnosti konceptu nekonecna, po-
trebujeme predlozif viac argumentov ako len prirodzeni existenciu po-

2Toto ¢islo pozostava zo 79 decimalnych &islic.
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tencidlneho nekonecna. Dovolime si tvrdit, ze vdaka konceptu nekonecna
dokdzeme n&s koneény svet uspeSnejsie skiumat a lepsie chépat. Neko-
ne¢no nam neumoziuje uvazovat len o nekoneénych velkostiach. MoZeme
uvazovat aj o nekonecne malych objektoch.

Ktoré cislo je najmensie kladné raciondlne c¢islo? Ingmi slo-
vami: , Ktory zlomok je najmensi zlomok vicsi od nuly?“

Zacnime s prikladom zlomku 1/1000. Ten mézeme delit dvomi a dosta-
neme zlomok 1/2000, ktory je mensi ako 1/1000. Zlomok 1/2000 moZzeme
znova vydelif dvomi a dostaneme zlomok 1/4000. Je jedno nakolko maly
kladny zlomok .

T
vezmeme, vzdy ho mozeme vydelit dvomi a dostaneme kladny zlomok,

1
2z’

pribeh je bez konca. Ku kazdému kladnému racionalnemu cislu existuje
mensie kladné racionalne &islo, atd.

David Hilbert (1862-1943), jeden z najslavnejsich matematikov svojej
doby, povedal:

, V istom zmysle nie je matematickd analyza nicim ingm, ako
symfoniou na tému nekonecna.“

A my k tomu priddvame, Ze bez pojmu nekonec¢na by nemohla existovat
ani fyzika tak, ako ju pozname. KIticové koncepty matematiky ako limita,
derivécia, integral, spojitost a diferencidlne rovnice st vybudované na poj-
me nekoneéna a nemdzu bez neho existovat. A bez tychto konceptov nie
je fyzika schopnd modelovat nas svet. Problémy by nastali uz pri definicii
zakladnych fyzikalnych pojmov. Ako by sme bez tychto matematickych
pojmov a konceptov definovali napriklad pojem zrychlenia? Mnohé z tych-
to pojmov vznikli prave preto, ze ich fyzika potrebovala pre vlastny vyvoj.

Dosledkom nasich tivah je, Ze bez pojmu nekonecna by zmizli velké Casti
matematiky. Vzhladom na to, Ze matematika je formalny jazyk celej vedy
a my dnes spajame isty stupen ,zrelosti“ vednych disciplin so stupnom
pouzivania tohto jazyka, vrhlo by vymazanie pojmu nekone¢na celt vedu
starocia dozadu.

Rovnako to plati aj pre informatiku. Potrebujeme rozliSovat programy
(ktoré pripustaju nekonecéné vypocty) od algoritmov (ktoré garantuju
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ukoncenie vypoc¢tov v koneénom case). Naviac existuje nekonecne vela
programov a nekonecne vela réznych vypoctovych tloh. Typické vypod-
tové problémy pozostavaju z nekone¢ného poctu pripadov problému. Ne-
konecno je v informatike neodmyslitelné.

Cielom tejto kapitoly nie je len ukézat, Ze koncept nekoneéna je ispesnym
nastrojom vyskumu v informatike. Ako keby nam nestacilo, Ze sa musime
trapit s pochopenim potencidlneho a aktualneho nekonecna, ktoré sme
nikdy nevideli a ani neuvidime, zatazime citatela eSte ndro¢nejSou otéz-
kou:

,Ezistuje len jedno nekonecno, alebo existuje viac rozne vel-
kych nekonecien?“

Neprehaname to trochu a nehrame sa na vedcov, ktori uz od dobroty
nevedia, ¢o by mohli robit a venuji sa nezmyselnym umelym konstruk-
cidm? Nie. Tato vysoko abstraktné otdzka méa pre vedu neuveritelne velka
hodnotu. Nagim cielom je predstavit jeden z najdolezitejsich objavov o ne-
konecne a ukazaf, Ze existuji prinajmensom dve? rozne velké nekone¢na.
Co tym ziskame? Vdaka tomuto objavu mézeme ukazaft, ze pocet réznych
neme prvy zékladny vysledok informatiky, ktory mé filozofickt hibku a je
kIuc¢ovym prispevkom pre celi vedu.

Nie vsetko je automatizovatelné, pretoZe existuji ulohy, ktoré
sa nedagu riesit pomocou nijakych algoritmov.

Vdaka tomuto prvému existenénému kroku najdeme v nasledujtcej kapi-
tole konkrétne zmysluplné problémy z praxe, ktoré sa nedaju riesit algorit-
micky, teda automaticky s pomocou vypoctovej techniky. Je to nadherny
priklad toho, ako koncept nejakého v realite neexistujiiceho objektu méze
viest k objavu, ktory ma nemaly vplyv na prax. Mozno ste prekvapeni,
ale nezabudajme na nasledujuce. Cesta k vedeckym poznatkom cez hy-
potetické koncepty vo fyzikalnej realite neexistujucich abstraktnych ob-
jektov je skor typickd ako vynimocna. A najdolezitejsie, ¢o sa pocita, je
to, ¢i sme dosiahli na§ vyskumny ciel. To zodpoved4 presne tomu, ¢o sme
sa v prvej kapitole naucili od Gédela. Potrebujeme nové pojmy, aby sme
mohli skiimat a dokazovat pravdivost vedeckych tvrdeni, ktoré s tymito
pojmami vo svojej formulacii nemaji ni¢ spolo¢né.

3Existuje nekonecne vela rozne velkych nekonedien.
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3.2 Cantorova metéda na porovnavanie velkosti
nekonecien

Porovnavanie (konec¢nych) ¢isiel je velmi jednoduché. Vsetky cisla lezia
na realnej osi a z dvoch déisiel je vzdy mensie to, ktoré sa nachadza vlavo

od toho druhého (obr. 3.1).

2 7

obr. 3.1

Takze 2 je mensie ako 7, pretoze ¢islo 2 sa nachadza vlavo od éisla 7. To
ale nie je koncepcia na porovnavanie ¢isiel, pretoze a priori ukladame cisla
na hypotetickt redlnu os tak, aby ich hodnoty rastli v smere zlava doprava
a klesali v smere sprava dolava. Ale na osi lezia len konecne velké ¢isla.
Je jedno, o ktorom mieste (bode) realnej osi uvazujeme, vzdy na mom
lezi jedno konkrétne konec¢ne velké ¢islo. A to plati napriek nekonecénosti
realnej osi v oboch smeroch. Toto je koncepcia potencidlneho nekonecna.
Na tejto osi mozeme ist Tubovolne daleko doprava, alebo dolava a jedno
na akom mieste sa zastavime, vzdy tam nédjdeme jedno konkrétne konecne
velké ¢islo. Nekonecné ¢isla na osi nendjdeme. V matematike pouzivame
pre oznacenie nekonec¢na symbol

(0. 9]

slezatd osmicka“, ktory je odvodeny od hebrejského symbolu aleph ().
Ak ale velkost vSetkych nekonecien budeme oznacovat jednym symbolom
00, nebudeme mat moznost velkosti réznych nekonecien porovnéavat.

Co robit?

V tejto situacii potrebujeme novt reprezentaciu ¢isiel a na to potrebujeme
pojem mnoziny. Mnozina je kolekcia (zbierka, stibor) roznych objektov,
ktoré nazyvame prvkami mnoziny. Napriklad {2,3,7} je mnozina, ktora
obsahuje tri ¢isla 2,3 a 7. Pri oznacovani mnozin pouzivame zlozené zat-
vorky { a }. Mnozina {Janko, Anicka, Peter, Paula} obsahuje styri objekty
(prvky) Janko, Anicka, Peter a Paula. Pre kazdi mnozZinu A oznacujeme
pomocou symbolu
A

pocet prvkov v A a hovorime o mohutnosti (kardinalite) mnoziny A.
Napriklad

I{2,3,7}| =3 a |{Janko, Anicka, Peter, Paula}| = 4.
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Cisla budeme reprezentovat pomocou mohutnosti mnozin. Takze mohut-
nost mnoziny {2,3,7} reprezentuje ¢islo 3. O¢ividne takymto spdsobom
ziskavame pre kazdé kladné celé ¢islo nekonecne vela reprezentacii. Na-
priklad

{1,2}], {7, 11}] , [{Peter, Paula}| , {0, O}|

su vsetko reprezentacie ¢isla 2. Nie je to trocha prehnané a zbytocne
komplikované? Takto pévodne reprezentovali &isla nasi prapredkovia. Co
sme ziskali touto reprezentaciou, okrem navratu do davnej minulosti?

Pre porovnavanie konec¢ne velkych ¢isiel je tato reprezentacia ¢isiel mozno
skutoCne archaickd a nepraktickd. Ale vyhodou tejto reprezentacie je,
7e mozeme porovnavaf nekonecné velkosti. Cislo pre velkost N = {0, 1,
2, ...} je nekonecne velké ¢islo, ktoré reprezentuje pocet vSetkych pri-
rodzenych ¢isel. Ked pomocou QT oznac¢ime mnozinu vsetkych kladnych
racionalnych ¢isiel, potom je ¢islo

Q"

nekonecéne velké ¢islo, ktoré reprezentuje pocet vsetkych kladnych raci-
ondlnych ¢isiel (kladnych zlomkov). Podobne oznacuje

IR|

pocet redlnych ¢isiel, ked predpokladdme, Ze R reprezentuje mnozinu reél-
nych cisiel. Teraz chapeme prednosti uvedenej reprezentacie ¢isiel. Odrazu
méame moznost pytat sa:

»Je |N| mensie ako |R|7¢
alebo
,Je |QF| rovnako velké ako |R|?¢

Vdaka tejto reprezentacii ¢isiel mozeme po prvykrat sformulovat otézku,

.....

V tomto okamihu sa ndm podarilo zredukovat nas problém porovnavania
¢isiel na porovnavanie velkosti (mohutnosti) mnozin. Ako ale porovnat
mohutnost dvoch mnozin? Ak st obe mnoziny konecné, je to jednoduché.
Spocitame pocet prvkov v oboch mnozinach a porovname beznym sposo-
bom zodpovedajtce ¢isla. V pripade nekonecnych mnozin tento postup ale
nevedie k vysledku. Ak skisime spocitat pocet prvkov nejakej nekoneénej
mnoziny, po¢itanie nikdy neskonc¢ime, a k porovnavaniu sa ani nedosta-
neme. To znamena, ze potrebujeme novii vSeobecntt metdédu, ktord by sme
mohli aplikovat na porovndvanie mohutnosti mnozin bez ohladu na to,
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¢i st to mnoziny konecné alebo nekonecné. Takto sa znova nachadzame
na tej najhlbsej axiomatickej trovni vedy. Nasou tlohou je definovat po-
jem ,nekonecna‘“ a dat presny vyznam vztahu , mensi alebo rovnako velky
ako* pre mohutnosti dvoch mnozin.

Tu sa nechdme poucit bacdom. Nemusime sa za to hanbif, matematici to
urobili tiez a okrem toho spajat muadrost len so vzdelanim, by bolo velkou
chybou.

Na&s baca méa pocetnu ¢riedu oviec, v ktorej je vela bielych a vela ¢iernych
oviec. Ba¢a nechodil nikdy do skoly, a preto napriek svojej mudrosti (ktora
ho drzi vysoko v horach daleko od hektickej civilizacie), vie poé¢itat len
do troch. Baca chce zistit, ¢i mé viac ¢iernych ako bielych oviec, alebo ¢i
je to naopak (obr. 3.2).

Ako to moze zistit bez toho, aby ovce spocital? Jednoducho. Vezme jednu
bielu a jednu ¢iernu ovcu a vytvori z nich jeden par.

(biela ovca, ¢ierna ovca).

Tento par posle z liky do kosiara. Potom vytvori dalsi par (biela ovca,
¢ierna ovca) a posle ho tiez do kosiara (obr. 3.3). Takto baca pokracuje
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dovtedy, pokial na pasienku neostantd len ovce jedného druhu alebo tam
ovce uz nie si. To znamend, ze baca ukonéi vytvaranie parov, ked uz
na pasienku nemoze vytvorit par z jednej bielej a jednej Ciernej ovce.
Teraz uvazuje baca nasledujtco:

(i) Ak na pasienku neostali ovce, mam presne tolko bielych oviec kolko
Ciernych.

(ii) Ak mi na pasienku ostali len biele ovce, mam viac bielych ako ¢ier-
nych oviec (obr. 3.3).

(iii)) Ak mi na pasienku ostali len ¢ierne ovce, mam viac ¢iernych ako
bielych oviec.

Bacov zaver (i) a parovanie ovci si matematici zvolili za zakladny koncept
na porovnavanie mohutnosti mnozin.

Definicia 3.1 Nech A a B st dve mnoziny. Parovanie mnozin A a B je
vytvorenie parov (a,b) tak, ze plati:

(i) a patri do A (a € A) a b patri do B (b € B),

(ii) kazdy prvok z A sa nachddza prave v jednom pére parovania (nijaky
prvok z A sa nenachadza v dvoch alebo viacerych paroch a nijaky
z prvkov neostal nezaradeny do paru (neostal na ocot),

(iii) kazdy prvok z B je druhym prvkom prave jedného paru v parovani.

Pre kazdy par (a,b) hovorime, Ze a a b st spolu zosobaseni. Hovorime,



3.2 KANTOROVA METODA 73

7¢ A a B st rovnako velké a piseme
|A|=|B|,

ak existuje nejaké parovanie mnozin A a B. Hovorime, ze A a B sa
rozne velké a piSeme

|A|#|B,
ak neexistuje parovanie mnozin A a B.

Zamyslime sa napriklad nad mnozinami A = {2,3,4,5} a B = {2,5,7,11}
na obr. 3.4.

obr. 3.4

Obrazok 3.4 znazornuje parovanie:
(2,2),(3,5),(4,7),(5,11).

Kazdy prvok z A je prave v jednom pére ako prvy prvok (napriklad 4 z A
je v tretom pére) a kazdy prvok paru z B je prave v jednom péare ako
druhy prvok péaru (napriklad 5 z B je v druhom pére). Inymi slovami,
kazdy prvok z A je zosobaseny prave s jednym prvkom z B, kazdy prvok
B je zosobaseny prave s jednym prvkom z A, a teda nijaky prvok z A
alebo B neostal slobodny. Vdaka tomu moézeme usudit, Ze plati

I{2,3,4,5}| = |{2,5,7,11}].

Samozrejme medzi A a B mdZeme navrhnit aj iné parovanie. Priklad
iného mozného parovania je:

(2,11),(3,7), (4,5), (5,2).
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Uloha 3.1 a) Napiste dve iné péarovania mnozin A = {2,3,4,5} a B =
{2,5,7,11}.
b) Preco nie je (2,2),(4,5), (5,11), (2,7) parovanim mnozin A a B?

Podla tohto konceptu st mnozina A Zien a mnozina B muZov rovnako
mohutné, ak mozeme vydat vSetky Zeny a ozenit vSetkych muzov tak,
7e nikto neostane na ocot?.

Medzi mnozinami C' = {1,2,3} a D = {2,4,6,8} neexistuje parovanie,
pretoze kazdy pokus o parovanie sa skonéi tym, ze v mnozine D ostane
jeden prvok naviac. To znamena, ze |D| # |C|. Obrazok 3.5 ukazuje jeden
nedspesny pokus o parovanie.

K
S

o6
o8

obr. 3.5

I
=

o4
o6
o8

obr. 3.6

Obrazok 3.6 ukazuje iny netspesny pokus o parovanie mnozin C a D.
Tento pokus nevedie ku korektnému parovaniu, pretoze prvok 3 z C je

4Uvazujme len o svadbach parov s roznym pohlavim.
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v dvoch paroch (3,4) a (3,8), a teda je dvakrat Zenaty.

Koncept parovania sme ale nezaviedli na to, aby sme porovnévali konecné
mnoziny. To sme vedeli robit uz predtym aj bez tohto komplikovaného
pristupu. Teraz sme si len overili, Ze v koneénom svete® nas koncept fun-
guje spravne. Keby to nebolo tak, bol by to chybny koncept a nemohli
by sme ho pouzivat. Poktisme sa ho teraz aplikovat na nekoneéné mno-
ziny. Predstavme si najprv mnozinu vsetkych parnych ¢isiel a mnozinu
vSetkych neparnych prirodzenych ¢isiel. Tieto mnoziny sa zdaju byt rov-
nako velké, takze sa to pokusime nasim konceptom porovnévania velkosti
mnozin aj zdovodnit. Budeme parovat kazdé parne ¢islo 27 s o jednotku

.....

Na obrazku 3.7 vidime, ze takto dostavame nasledovnych nekonecne vela
parov:
(0,1),(2,3),(4,5),(6,7),...,(2¢,2i + 1),....

Ny Nocpar

obr. 3.7

Presved¢me sa o tom, Ze tato postupnost parov je korektnym parovanim
mnozin Ny a Npepgr. Nijaky prvok z N4 alebo Nyepg- nie je prvkom
dvoch alebo viacerych parov (nie je viacnasobne Zenaty). Dalej vidime,
ze nijaky prvok neostane slobodny. Pre kazdé parne ¢islo 2k z N4, je toto
¢islo v pare (2k, 2k +1). Pre kazdé neparne ¢islo 2m + 1 z mnoziny Nyepar

® Ak by koncept nefungoval v koneénom svete, zamietli by sme ho.
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existuje v parovani par (2m,2m+1). Podla nasho konceptu teda mozeme
povedat, Ze [Ny | = [Npepar|-

Uloha 3.2 Dokézte, ze |Z1| = |Z~|, pricom Z+ = {1,2,3,4,...} a Z~ = {—1,
—2, —3, —4, ...}. Naértnite parovanie aj graficky, podobne ako sme to urobili
na obrazku 3.7.

Doteraz prebiehalo vSetko podla ocakdvania a naSa argumentacia bola
skutocne priezracna. Teraz prichddza nieco, ¢o nie je az tak jednoducho
na prvy pokus stravitelné. Pozrime sa na mnoziny:

N=1{0,1,2,3,...} a Z" =1{1,2,3,4,...}.
Vsetky prvky mnoziny Z* st v N, a teda plati:
Z* CN,

¢o znamena, ze Z" je podmnoZinou mnoziny N. Okrem toho plati, ze pr-
vok 0 je v N, ale nie je v Z'. V takomto pripade hovorime, ze ZT je
vlastna podmnoZina mnoziny N a piseme Z™ C N. Pojem ,,A je vlastna
podmnozina B znamend, ze A je éastou B, ale nie celym B. Nézorne
tuto situaciu vidime pre:

Z* CN.

na obrazku 3.8. Mnozina Z je v N uplne obsiahnuté, ale nie je to cela
mnozina N, lebo 0 e Na 0 ¢ Z™.

obr. 3.8

Napriek tomu teraz tvrdime, zZe plati:

IN| = [Z*

)

teda, zZe tieto dve nekonecna |N| a !Zﬂ st rovnako velké. Oddévodnime to
nasledujicim parovanim:

(0,1),(1,2),(2,3), ..., (ii +1),...
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obr. 3.9

ktoré je znézornené na obrazku 3.9.

Jasne vidime, Ze prvky z mnozin N a ZT st korektne poparované (zosoba-
sené). Nijaky prvok neostal na ocot (slobodny). To znamen4, ze N nie je
viicsie ako ZT, aj ked ocividne mé N viacej prvkov ako Z'. N4§ vysledok
hovori v podstate, ze plati:

00+ 1 =o00.

Inymi slovami, pripocitanie jednotky k nekonec¢nu nevedie k vzniku vic-
sieho nekonecného ¢isla. V tejto formulacii to uz nie je az také prekva-
pujtce. Coze je 1 v porovnani s nekoneénom? Také malické ni¢, ktoré
smieme prehliadnut. Tato zdanlivo prekvapujica kombinécia vlastnosti
mnozin

Z* C N (obr. 3.8) a |Z*| = |N| (obr. 3.9)
je zadkladom, na ktorom mozeme postavit definiciu nekonecna. Na obja-
venie tejto definicie matematici potrebovali starocia a na jej pochope-
nie a akceptovanie desatrocia. Tato definicia poskytuje presne to, ¢o sa
od definicie nekonecna ocakava. Na zaklade tejto definicie sme schopni
rozliSovat konec¢né mnoziny od nekone¢nych mnozin.
Definicia 3.2 Mnozina A je nekoneéna vtedy a len vtedy, ak obsahuje
vlastni podmnozinu B taka, ze plati:

Al = |BJ.
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Inymi slovami to mozeme sformulovat takto:

»Nejaky objekt je nekonecny prave vtedy, ak obsahuje nejaku
vlastni cast, ktord je rovnako velkd ako cely objekt.

Teraz mozete namietat: ,Toto zaslo uz pridaleko. S takymto niecim ne-
mozem sthlasit. Ako moze byt nejakd vlastnd cast nejakého celku rovnako
velkd ako samotny celok? Také daco predsa neexistuje!“

Tesi ma, ze takto rozmyslate. Prave preto je tato definicia vhodna. V re-
alnom svete, v ktorom je vSetko koneéné, nemoze byt nijaka cast celku
rovnako velkd ako samotny celok. Na tomto sa asi zhodneme. Teda ni-
jaky redlny (konecny) objekt tuto zvlastnu vlastnost nemé. Takze v sulade
s definiciou 3.2 nie st tieto objekty nekoneéné, teda st konecéné. Ale v hy-
potetickom svete nekoneéna je nielen mozné, ale je dokonca povinnostou
mat tito zvlastnu vlastnost. A tdto vlastnost je presne to, ¢o potrebu-
jeme na odliSenie nekonec¢na od konec¢nych objektov. Objekt, ktory mé
vlastnost podla definicie 3.2 je nekoneény a objekty, ktoré tuto vlastnost
nemaju, s kone¢né. Takto pomocou definicie 3.2 mozeme triedit objekty
na konecné a nekonecné a to je prave to, kvoli comu sme sa snazili ndjst
definiciu nekonecna.

Aby sme lepsie pochopili tito ¢udesni a pritom predsa len charakte-
ristick vlastnost nekoneénych objektov, uvddzame nasledujice dva pri-
klady.

Priklad 3.1 Hotel Hilbert

Hilbertov hotel je rozpravkovy hotel. M4 nekonec¢ne vela jednopostelovych
izieb. Tieto izby s oc¢islované resp. pomenované takto:

2(0),2(1), 2(2), Z(3),..., Z(i), ...

V okamihu prichodu nového hosta st vsetky izby obsadené, v kazdej byva
prave jeden host. Novy host sa pyta recepéného: ,Méte pre mna volni
izbu?“ | Samozrejme“, odpoveda recepény a ubytuje nového hosta nasle-
dujicim spoésobom. Poziada kazdého hosta v hoteli, aby sa prestahoval
do izby s poradovym ¢islom o jednotku vyssim ako ma izba, kde je teraz.
Host z izby Z(0) sa takto prestahuje do izby Z(1), host z izby Z(1) sa
ubytuje v izbe Z(2) a tak dalej. Vo vSeobecnosti mézeme povedat, ze host
z izby Z (i) sa prestahuje do izby Z(i+1). Tymto spésobom sa uvolni izba
Z(0) a recepny tuto izbu d4 novému hostovi (obr. 3.10).

Vidime, Ze po takomto prestahovani je izba Z(0) volnad a kazdy z ho-
telovych hosti méa pre seba vlastnt izbu. Matematici by odévodnili toto
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|Z(0) | Z(1) | Z(2) | Z(3) | SED |Z(z‘+1)|Z(i+2)|

% novy host

obr. 3.10

tvrdenie takto: Pretoze host z izby Z(0) sa odstahoval, je o¢ividné, Ze tato
izba sa uvolnila a ostala po stahovani prazdna. Potrebujeme este ukazat,
ze po stahovani ma kazdy host vlastni izbu. Nech H je Iubovolny host.
Tento host byval pred stahovanim v konkrétnej izbe. Nech Z(n) je izba
hosta H pred stahovanim. Podla pokynu recepéného opusti H izbu Z(n)
a prestahuje sa do izby Z(n + 1). To H moze urobit, pretoze povodny
obyvatel izby Z(n + 1) sa prestahoval do izby Z(n + 2). Vdaka tomu
je po stahovani host H jedinym obyvatelom izby Z(n + 1). Pretoze tato
uvaha plati pre kazdého hosta ubytovaného v hoteli, si po stahovani
vSetci hostia vo vlastnych jednopostelovych izbéach.

Toto riesenie ukazuje, pre¢o bolo aktualne nekonecno dlhy ¢as v mate-
matike paradoxom®. Nekoneény Hilbertov Hotel je aktuilne nekonecno.
Také nie¢o mozno znézornit len zndzornenim konecnej ¢asti a troma bod-
kami. Preto nie je mozné naraz sledovat tspesné stahovanie nekonecéne
vela hosti. Ale kazdého jedného hosta mozeme pozorovat jednotlivo a pre-
svedéif sa, ze stahovanie funguje.

Tento paradox sa podarilo rozriesit’ az ked vedci rozpoznali, Ze sa ko-
necné od nekonecného odlisuje prave v tom, Ze nekonecné objekty maju
Casti rovnako velké ako celok. Ddlezité je vSimnut si, ze stahovanie v Hil-
bertovom hoteli zodpoveda parovaniu mnoziny N predstavujicej mnozinu
hosti a mnoziny Z* predstavujiicej mnozinu izieb, zacinajtc izbou Z(1).
O

Uloha 3.3 a) Do Hilbertovho hotela pridu traja novi hostia. Tak ako pred-
tym je hotel plne obsadeny. Prevezmite rolu recepéného a ubytujte novych
troch hosti bez toho, aby ste niektorého uz z ubytovanych hosti poslali
pre¢. Podla moznosti ale neziadajte byvajicich hosti, aby sa prestahovali
trikrat. Usilujte sa vyrieSit situaciu jednym stahovanim kazdého z hosti.

b) Do plne obsadeného Hilbertovho hotela prichddza novy host a bezpodmie-
necéne pozaduje izbu Z(7). Ako mu moze recepény vyhoviet?

6zdanlivo rozporuplné alebo nevysvetlitelna situacia
"teda uz nie je viac paradoxom
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Nasledujaci priklad pochadza z fyziky. Vymysleli si ho fyzici, ako liek
na liecenie depresii, ktoré sposobili sami tym, ze vypocitali, aka malické
a bezvyznamna je nasa zemegula (a v tom istom zmysle aj fudstvo) v po-
rovnani s obrovskym vesmirom.

Priklad 3.2 Predstavme si zemegulu ako nekoneénii mnozinu bodov,
ktoré nemaju rozmer (velkost), teda mézu lezat Tubovolne blizko vedla
seba. Tak isto, ako mnozinu bodov si mozeme predstavit aj vesmir. Kvoli
zjednoduSeniu budeme vSetko znézortiovat dvojrozmerne namiesto troj-
rozmerne. Vesmir je Tubovolne velky list papiera a zemegula je maly kruh
na papieri (obr. 3.11). Keby mal niekto problém s tym predstavit si zeme-
gulu ako nekoneéni mnozinu bodov, poznamenajme, Ze uz len konecén4
usecka medzi 0 a 1 na reélnej osi obsahuje nekone¢ny pocet bodov. Kazdé
racionélne ¢islo (zlomok) medzi ¢islami 0 a 1 si mozeme predstavit ako
bod na tisecke medzi ¢islami 0 a 1. A uz vieme, %e medzi nulou a jednot-
kou existuje nekonecéne vela réznych racionédlnych ¢isiel. Ukdzali sme to
tym, Ze sme generovali nekoneéné postupnosti mensich a mensich klad-
nych raciondlnych ¢&isiel pri netispesnom pokuse néjst najmensie kladné
racionalne ¢islo. Iné odévodnenie nekoneéného poctu ¢isiel medzi nulou
a jednotkou je zaloZené na ddkaze nasledujiceho tvrdenia.

Medzi IubovoInymi dvoma réznymi racionalnymi ¢islami a a b,
a < b, lezi nekonecne vela racionalnych ¢isiel.

Ako prvé ¢islo medzi a a b uvazujeme ¢islo ¢; = “T*b, ktoré je priemernou
hodnotou a a b. Ako druhé vezmeme ¢islo ¢ = Cl;r b o je priemer medzi

c1 a b. Vo v8eobecnosti ¢islo

ci_1+b
C; = 72

je priemernou hodnotou ¢isiel ¢;_1 a b. A teda lezi medzi a =0 a b = 1.
je zrejmé, ze takéto generovanie ¢isiel medzi a a b sa nikdy neskonéi. Ak
zvolime konkrétne a = 0 a b = 1, tak dostdvame nekoneéni postupnost

1 3 7 15
274787 16
roznych zlomkov medzi nulou a jednotkou.

Podme ale konecne k tomu, ¢o nam chceli povedat fyzici. Fyzici mali vy-
¢itky svedomia, ze ukazali, aké je zemegula malickd v porovnani s obrov-
skym vesmirom. Predstava o ni¢otnosti fudstva v tomto porovnani spo-
sobovala mnohym Iudom depresivne stavy. V snahe zachranit situédciu
dokézali fyzici takéto tvrdenie: Vsetky body vesmiru mimo zemegule sa
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daja sparovat s bodmi vo vnitri zemegule. Toto tvrdenie ma hned dve
pozitivne optimistické interpretécie:

(i) Pocet bodov zemegule je rovny po¢tu bodov vesmiru okolo zeme-
gule.

(ii) Vsetko, ¢o sa odohrava v obrovskom vesmire sa d4 zobrazif na ze-
meguli, teda odzrkadlit to v zmenSenom meritku.

Pohladajme teraz parovanie bodov vnutri a mimo zemegule. Kazdému
bodu Py mimo zemegule priradime bod Pg vo vnutri zemegule nasledu-
jucim sposobom.

to
Bp

M Py

Ap
tq

obr. 3.11

Najprv spojme priamkou bod Py so stredom zemegule M (obr. 3.11).
Nasim cielom je urcif vo vnutri zemegule na tejto priamke bod Pg a tak
vytvorit par (Py, Pg). Aby sme to dosiahli, z bodu Py narysujeme dotyé-
nice zeme t1 a to. Dotyc¢nica kruznice je priamka, ktora sa kruznice dotyka
prave v jednom bode. Body, v ktorych ¢; a ts sa dotykaju zemegule, ozna-
¢ime Ap a Pp (obr. 3.11). Teraz spojime body Ap a Bp priamkou a do-
staneme tsecku ApBp (obr. 3.12). Usecky M Py a ApBp sa pretinajt
prave v jednom bode a to je nami hladany bod Pg (obr. 3.12). Takto sme
vytvorili par bodu Py z vesmiru s bodom zemegule Pg.

Teraz este musime ukézat, Ze takymto spésobom pérovania vzdy prira-
; A~ , . ’ N

dime dvom réznym bodom vesmiru mimo zemegule Py a P}, dva rozne

body zemegule. Tymto dokazeme, ze skuto¢ne ide o korektné parovanie.

Budeme rozlisovat dve moZnosti.

(i) Body M, Py a P(/] nelezia na tej istej priamke. Situécia je znazor-
nena na obrazku obr. 3.13. Vieme, ze Pg musi lezat na tsecke M Py
a PJE na tsecke M P{]. Vzhladom na to, Ze tieto tisecky nemaju ok-
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ta

j2
M z Py

ty
obr. 3.12
rem bodu M iny spolo¢ny bod a bod M nie je priradeny nijakému
bodu mimo zemegule, body Pg a P}S st rozne bez ohladu na to, kde
na useckach M Py a M P[/] lezia.

P/U

Py

obr. 3.13: Ey lezi na MAy a E;J lezi na ]WAlU, a preto su body Ey a E;J
rozdielne.

obr. 3.14

(ii) Vsetky tri body M, Py a P[’J lezia na jednej priamke (obr. 3.14).
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TakzZe na jednej priamke musia lezat aj body Ey a Eéj V tomto pri-
pade realizujeme konstrukciu bodov P a P,U tak isto ako na obraz-
ku obr. 3.12. Na obrazku obr. 3.14 priamo vidime, ze body Ey a E;J
su rozne.

.....

malicka zemegula, poéet bodov zemegule a vesmiru je rovnaky. a
Uloha 3.4 Dopliite obrazok 3.13 tak, ze ur¢ite presne polohu bodov Py a P]:J.

Uloha 3.5 Pozrime sa na polkruznicu na obrazku 3.15 a tsecku AB, ktorej
dlzka je rovnako velka ako priemer kruznice. Geometricky a pripadne aj vy-
poc¢tom zddvodnite, preCo ma usecka AB presne taky isty pocet bodov, ako
zobrazend polkruznica.

A M B

obr. 3.15

Uloha 3.6 Pozrime sa na graf funkcie F na obrazku 3.16 a tisecku AB. Preco
ma graf funkcie a tsecka AB presne taky isty pocet bodov?

F

obr. 3.16

Ak je vam pri pokuse akceptovat prezentovany koncept nekonecnosti este
stale nevolno, nenechajte sa tym prili§ znepokojit. Svetozndmi matema-
tici devitnasteho storocia potrebovali dlhé roky nielen na objavenie tohto
konceptu, ale i na jeho uznanie v matematickej obci. Niektori zndmi mate-
matici az do svojej smrti odmietali predstavent definiciu nekonec¢na a po-
rovnévanie velkosti nekonecien. Niektori dokonca oznacovali tieto mys$-
lienky pre matematiku za ,kacirske“ a bojovali proti ich publikovaniu
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aj prostriedkami, ktoré do vedy nepatria. Preto si pokojne dozicte cas
a opakovane sa s definiciou nekone¢na konfrontujte. Len po opakovanom
konfrontovani dokdzeme pochopit, pre¢o bola matematikmi prijatd ako
axiéma prave tato definicia nekonecna a preco ju dnes matematici po-
kladaju nielen Ze za déveryhodnt, ale ani si dokonca nevedia predstavit
akceptovatelni alternativu na definovanie a zaobchadzanie s nekonec¢nom.

Skisme v kratkosti porozmyslat nad alternativnym konceptom porovné-
vania nekonecien, ktory obcas posluchaci pri prvom stretnuti s nekonec-
nom navrhuju ako prijatelnej$iu moznost. Ak plati:

ACB
(t.j. ak A je vlastnd podmnozina mnoziny B), tak plati
Al <|BJ.

Tento pokus ocividne odmieta kltcdova definiciu nekonecna, ktord po-
zaduje, aby nejakd c¢ast celku bola rovnako velkd ako samotny celok.
Ale tento pokus mé dve slabiny. Po prvé umoziuje porovnavat len také
dve mnoziny, kde jedna je podmnozinou druhej. Takze tento pristup nam
neumozinuje porovnavat rozne mnoziny, napriklad Z— = {-1,-2,-3,...}
aZt=1{1,2,3,...}. Musime teda hladaf a poskytnaf aj nejakt moznost
na porovnavanie roznych mnozin. Posluchaéi vécsinou navrhni zobrazit
jednu z tychto mnozin pomocou parovania na nejakt podmnozinu tej dru-
hej mnoziny a potom realizovat porovnanie. Teraz vam ukazeme, Ze tento
pristup si nemodzeme dovolit, pretoze vedie k sporu, lepSie povedané k evi-
dentne nezmyselnému tvrdeniu. To nezmyselné tvrdenie je:

IN < [N,

teda ze N je mensie ako samotné N. Ukézeme, Ze tento nezmysel je
dosledkom navrhovaného alternativneho konceptu porovnavania nekone-
¢ien. Pomocou parovania sme ukazali, ze plati:

IN| = |27]. (3.1)

Pretoze ZT C N, plati podla alternativneho konceptu porovnavania ne-
konecien:

|Z*| <IN (3.2)
Ak napiseme vztahy (3.1) a (3.2) za sebou, dostavame

IN| = |Z7] < IN]|
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a teda |N| < |N|. Takto vidime, Ze koncept porovnavania velkosti mnozin
pomocou parovania nie je zluéitelny s predstavou, ze kazda vlastna pod-
mnozina musi byf mensia ako celd mnozina.

Uloha 3.7 (tvrdy oriesok) Predstavte si, Ze vaAm niekto navrhne nasledujtcu
definiciu na porovnavanie mohutnosti dvoch mnozin A a B.

Mohutnost mnoziny A je mensia ako mohutnost mnoziny B, |A| < |B|, prave
vtedy, ak existuje nejaké vlastnd podmnozina C' mnoziny B (C C B), ze prvky
mnozin A a C' mozno poparovat (existuje korektné parovanie medzi A a C').

Ukézte, ze tato definicia vedie k sporu (ako dosledok tejto definicie dostanete
IN| < INJ).

Preco o tejto axiéme matematiky tolko diskutujeme a venujeme tolké
usilie na sprostredkovanie jej pochopenia? Ako uz asi tusite, jednoducho
preto, ze tato axiéma je len prvym prekvapenim na nasej ceste na hra-
nicu automaticky rieSitelného, ktorym ideme konkurovat Alici v krajine
zézrakov. Prave sme v istom zmysle dokazali, ze oo = co+1, ked oo = |N|
a v podstate aj naznacili, Ze pre Tubovolné konecné ¢islo ¢ plati co = co+-c.
Priklad 3.2 a za nim nasledujtce cvi¢enia uz dokonca naznacuju, ze pre Iu-
bovolné koneéné ¢islo (Tubovolnt konstantu) ¢ plati:

o0 = Cc- Q.

Porovnajme velkosti mnoziny N a mnozZiny

Npar = {0,2,4,6,...} ={2i | i € N}
vSetkych parnych prirodzenych ¢isel. Na prvy pohlad by sme odhadli, ze N
obsahuje dvakrat tolko ¢isel, ako N, 4,. Napriek tomu (obr. 3.17) mézeme
prvky mnozin N a N4, poparovat nasledujicim sposobom:

(0,0),(1,2),(2,4), (3,6),...,(i,2),....

Pozorujeme, Ze kazdy prvok oboch mnozin je zosobaSeny prave raz. Ako
dosledok dostévame:
IN| = |di?"|-

Tento prekvapujici vysledok hovoriaci, ze
2.00=00

si mozeme opéitovne potvrdit pribehom z Hilbertovho hotela.
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obr. 3.17

Priklad 3.3 Rozmyslajme znova o Hilbertovom hoteli s nekone¢ne vela
izbami

Z(0),2Z(1),Z(2),... ,

ktoré st vsetky obsadené. V tejto situécii pride nekonec¢ny autobus s mie-
stami na sedenie

B(0),B(1),B(2),... ,

ktoré st vietky obsadené®. Vodi¢ autobusu sa pyta recepéného, ¢ je moz-
né ubytovat vsetkych pasazierov autobusu. Recepény, ako zvyc¢ajne od-
povedéa: ., To nie je problém* a urobi nasledujtce:

Poziada kazdého hosta, aby sa prestahoval zo svojej izby Z(i) do izby
Z(21), ako je to znazornené v hornej ¢asti obrazku 3.18. Po prestahovani
mé znova kazdy host vlastna izbu a vSetky izby Z(2i + 1) s neparnymi
Gislami 1,3,5,7,...,2i 4+ 1,... s volné. Teraz ma recepény uz len tlohu
najst parovanie medzi volnymi izbami a sedadlami v autobuse. Hostovi
zo sedadla B(0) prideli izbu Z(1), hostovi zo sedadla B(1) izbu Z(3),
atd. Vo vSeobecnosti prideli cestujicemu sediacemu na mieste B(i) izbu
Z(2i+ 1), ako je to znizornené na obrazku 3.18. Takto dostavame paro-
vanie:

(B(0),Z(1)),(B(1),Z(3)),(B(2),Z(5)),...,(B(),Z(2i + 1)),...

medzi uvolnenymi izbami s neparnymi ¢islami a sedadlami nekonecného
autobusu.

8Na kazdom sedadle sedi prave jeden pasazier.
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Hotel HILBERT Z(6)
N et

z0) | z(1) | z@2)| 23) | Zz(4)
/1 7

BO) | B(1) | B(2) | B@B)

O
O
O

O
nekone¢ny autobus

obr. 3.18

O

Uloha 3.8 a) Hilbertov hotel je poloprazdny. VSetky izby s paArnymi ¢islami
Z(0),Z(2),Z(4),... su obsadené a vsetky izby s neparnymi ¢islami st
volné. V tejto situécii pridu dva nekonecéne dlhé autobusy B; a Bs, ktorych
miesta (sedadld) st oznacené takto:

Bl(o)v Bl(l)v Bl(2)a B1(3)7 ce
32(0)7 B2(1)a 32(2)7 B2(3)a e

Ako moze postupovat recepény, aby poskytol ubytovanie vSetkym pasa-
zierom v tychto dvoch autobusoch?

b) Hilbertov hotel je plne obsadeny a pridu tri nekoneéné autobusy, ktorgych
sedadla st o¢islované postupne vsetkymi prirodzenymi ¢islami. Ako mozno
ubytovat vSetkych cestujucich?

Uloha 3.9 Ukézte pomocou parovania, Ze plati:
Z] = |N],
pricom Z ={...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...} je mnozina vSetkych celych ¢isel.

Uloha 3.10 (tvrdy oriesok) Nech [a,b] oznac¢uje mnozinu vietkych bodov
(vSetkych redlnych ¢isel) na redlnej osi medzi ¢islami a a b.

a) Ukazte platnost rovnosti:
[0, 1] = |[1, 10]|.

Vyskusajte to geometricky podobne ako v priklade 3.2.
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b) Ukazte aritmeticky platnost rovnosti:
1[0, 1] = [[0, 100],

t.j. ndjdite vhodnt funkciu f taka, aby pre i € [0,100] bolo (f(7),7) paro-
vanim mnozin

1[0, 1] = ][0, 100]|.

Uloha 3.11 (tvrdy oriesok) Predstavme si, ze Hilbertov hotel je tiplne préz-
dny, teda v flom nie je nik ubytovany. Vzhladom na to, ze predchadzajtce stra-
tégie ubytovavania hosti vyzadovali neustale stahovanie sa z izby do izby, hrozi,
ze zaujem o ubytovanie v hoteli vyrazne poklesne. Nikto neméa zaujem pri kaz-
dom prichode nového hosta menit izbu. Evidentne recepény potrebuje nejaku
novi ubytovavaciu stratégiu, pomocou ktorej modze ubytovavat hosti bez toho,
aby sa ¢o len jeden niekedy prestahoval. Toto ubytovanie musi fungovat bez ohla-
du na to, kolko kone¢nych alebo nekoneénych autobusov, kedy a v akom poradi
pride do hotela. Viete recepénému pomdoct?

Pozorujeme, ze dokdzat pre nejakt mnozinu A rovnost
IN| = [A]

neznamend ni¢ iné, ako ocislovat vSetky prvky mnoziny A. Parovanie
medzi N a A priradi jednoducho kazdému prvku z A nejaké prirodzené
¢islo (poradie) z N. Toto ¢islo mézeme pokladat za poradové ¢islo prvku
z A. Ak je napriklad (3, Jan) par z nejakého parovania medzi N a A,
tak mozeme prvok Jan z mnoziny A oznacit za treti prvok tejto mnoziny.
Naopak, kazdé oc¢islovanie prvkov nejakej mnoziny A nam poskytne pa-
rovanie medzi N a A. Parmi v parovani su:

(poradie prvku a,a),

pre kazdy prvok a z A. Pojem oéislovania nam pre fubovolnii mnozinu A
ponika nazorni argumentaciu na dokazovanie rovnosti |[N| = |A|, to zna-
mena dokazovanie skuto¢nosti, ze A ma rovnako vela prvkov ako |N|.

Pomocou parovania
(0,0),(1,1),(2,-1),(3,2),(4,-2),(5,3), (6,-3), ...
mnozin N a Z priradujeme prvkom mnoziny Z poradie:
0,1,-1,2,-2,3,-3,....

Takto je 0 0-tym prvkom, 1 je prvym prvkom, -1 je druhym prvkom v Z,
atd. Vidime, Ze usporiadanie prvkov Z do radu, dané nejakym pérova-
nim a jemu zodpovedajicim oc¢islovanim, nemé nic¢ spolo¢né s vyznamom



3.2 KANTOROVA METODA 89

alebo hodnotou prvkov zo Z. Hodnoty prvkov zo Z v nasom poradi nie
st ani rasttce, ani klesajice. Rozne parovania mnozin N a A mézu viest
k roznym ocislovaniam prvkov z A, a tym aj k réoznym poradiam.

Uloha 3.12 Najdite nejaké iné parovanie medzi mnozinami N a Z, ktoré vedie
k inému usporiadaniu prvkov Z do radu.

Uloha 3.13 Dokézte platnost rovnosti
|N| = |Nquad|v

kde Nyyaa = {i® | i € N} = {0,1,4,9,16,25,...} je mnoZina vietkych Stvor-
cov prirodzenych cisiel. Aké poradie prvkov z Ny,qq dostanete na zédklade vami
navrhnutého parovania mnozin N a Ngyqq?

Zodpovedanie nasledujtcej otdzky zvysi stuperi obtaznost naSich tvah.
V akom vztahu st nekoneéna |N| a |Q*|?

Q*Z{g Ip,q€Z+}

je mnozina vSetkych kladnych racionédlnych ¢éisiel (kladnych zlomkov).
UZ v predchadzajicom texte sme videli, Ze nekonec¢ne vela racionélnych
¢isiel mozeme néjst pomocou opakovaného pocitania priemeru medzi Tu-
bovolnymi dvoma réznymi raciondlnymi ¢islami a a b, a < b. Ak rozde-
lime kladnt redlnu polos na nekonecne vela ¢asti [0, 1], [1,2],[2,3],. .., ako
na obrazku 3.19, vyzerd, Ze mohutnost |Q*| je

00 - 00 = 007,

pretoze kazdé z tych nekonecne vela Casti osi obsahuje nekonecne vela
racionalnych cisiel.

nekonecne nekonefne nekonecéne nekonecne nekonecne
mnoho mnoho mnoho mnoho mnoho

—A

| | | | | |

0 1 2 3 4 5
obr. 3.19

Z tohto pohladu nevyzera velmi slubné oc¢akavat platnost rovnosti |N| =
|QT|, a tak skor tipujeme, ze |QT| je viésie nekone¢no, ako nekonec¢no |NJ.
Prirodzené ¢isla 0,1, 2,3, ... lezia na kladnej polosi velmi riedko a medzi
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kazdymi dvoma ¢islami ¢ a ¢ + 1, lezi nekonecne vela raciondlnych ¢i-
siel. Naviac, uvedomujeme si, Ze existencia parovania medzi mnozinami
N a Q7 by automaticky znamenala existenciu o¢islovania prvkov mno-
ziny QF, a tym aj ich usporiadania do radu. Cisla z QT podla velkosti
uréite nemozeme zoradit, pretoze (ako sme uz uviedli) neexistuje najmen-
Sie kladné racionalne ¢islo?.

Napriek tomuto prvému dojmu ukazeme, Ze plati,
— 0+
IN| = Q7|

a tak, ze v istom zmysle plati:

Najprv si pripomenieme, ze v mnozine Z = {...,—3,-2,-1,0,1,2,3,...}
tieZ neexistuje najmensie ¢islo, a napriek tomu sa prvky z Z daja ocislovat
v poradi

0,-1,1,-2,2,-3,3,....

Myslienka ako parovat mnoziny N a QT je zaloZend na napisani si vset-
kych kladnych ¢isel (zlomkov) na, v oboch rozmeroch, nekoneény list pa-
piera. Matematici medzi nami by povedali, Ze zobrazime vsetky prvky QT
na pozicie nekonecnej dvojrozmernej matice znazornenej na obrazku 3.20.
Vieme, ze kazdé kladné racionédlne ¢islo mozeme zapisat v tvare zlomku

ako
p

)

q

pri¢om p a ¢ su kladné celé ¢isla. Nekonec¢ny list papiera rozdelme na neko-
nec¢ne vela stIpcov a o¢islujeme riadky zhora nadol a stipce zlava doprava
¢islami
1,2,3,4,5,....

Na poziciu nekone¢ného listu papiera, kde sa pretina i-ty riadok a j-ty
stipec, napiseme zlomok '

i

J
Konecéna ¢ast takto popisaného nekonecného listu papiera (nekonecnej
matice) je na obrazku 3.20.

Nepochybujeme o tom, Ze na tomto nekonecnom liste papiera sa nachéa-
dzaju vsetky kladné zlomky (racionédlne éisla). Ak hladdme Iubovolny

9Pre Tubovolné malé kladné racionélne &slo a mézeme pomocou delenia dvomi vytvorit
zlomok a/2, ktory je mensi ako a.
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1 2 3 4 5 6
1t 1 o111
1 2 3 1 5 6
9 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 5 6
3 | ¢ 8 3 3 3 3
1 2 3 1 5 6
N S S L
1 2 3 1 5 6
515 5 5 5 5 05
1 2 3 1 5 6
6 6 6 6 6 6 6
1 2 3 1 5 6
obr. 3.20

zlomok p/q, okamZite vieme, Ze tento zlomok sa nachédza na priesecniku
p-teho riadku a j-tého stipca. Mame skor iny problém. Niektoré!® kladné
zlomky sa v tabulke nachadzaju viackrat, dokonca nekonecne velakrat.
Napriklad ¢islo 1 sa da zapisat, ako

1 2 3 4

Iv 57 57 Zv teey
teda na nasom nekone¢nom liste sa nachédza nekoneéne velakrat na vset-
kych pozicidch diagonaly. Cislo 1/2 tu najdeme zapisané tiez nekonecéne
velakrat, pretoze jednu polovicu mozno zapisat v tvare zlomku nasledu-
jucimi nekonec¢ne mnohymi spésobmi:

o)
S
W
o | W~

Uloha 3.14 Ako sa da v tvare zlomku nekoneéne vela spésobmi zapisat racio-
nalne ¢islo %?

Ale nasim cielom je maf na tomto liste papiera zapisané kazdé kladné
raciondlne ¢islo prave raz. Preto vezmeme vzdy len zlomky p/q, ktoré
sa uz nedaju kratit!'!. Cislo 1 je takto reprezentované zlomkom %, jedna
polovica je reprezentovana zlomkom %, pretoze vsetky iné zlomkové repre-
zentécie tychto ¢isiel sa daju kratit. Na nasom nekoneénom liste papiera
vygumujme vSetky zlomky, ktoré sa daju kratit. Niektoré priesecniky riad-
kov a stipcov ostanti prazdne (obr. 3.21), ale to nam nebude prekézat.

10V podstate vietky.
U Najvicsi spoloény delitel celych &isel p a g je 1.
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1 2 3 4 5 6
T S S S S S
1 2 3 4 5 6
2 2 2
2|1 3 5
3 3 33
3 1 2 4 5
4 4 4
41 1 3 5
S - 5
1 2 3 4 6
6 6
6 1 5
obr. 3.21

Vsetky zlomky na obrazku 3.21 chceme oéislovat ako prvy, druhy, treti
atd. Je oc¢ividné, Ze oc¢islovanie prvkov na liste papiera nemozeme dosiah-
nut tak, Ze by sme oc¢islovali najprv ¢isla v prvom riadku, potom v druhom
riadku, tretom riadku, atd. Dovod, preco to nejde je, ze v prvom riadku
je nekonecéne vela prvkov (zlomkov). Pokus ocislovat prvky na papieri
tymto sposobom zlyhé, pretoze pri tomto postupe nikdy neza¢neme ¢islo-
vat prvky v druhom riadku. Prvy riadok jednoducho spotrebuje na svoje
ocCislovanie vsetky ¢isla z N. Z podobného dévodu sa nedaji prvky neko-
ne¢ného listu papiera oéislovat stlpec po stlpci. Ako mame teda postupo-
vat? Ocislujeme ¢isla na nasom liste papiera diagonalu po diagonéale. k-ta
diagonala nekonecného listu papiera obsahuje vSetky pozicie (obr. 3.22),
pre ktoré plati, ze stucet &isla riadka i a ¢isla stipca j déva é&islo k + 1
(t+7=k+1).

Takto prva diagonala obsahuje len jeden prvok % Druha diagonala ob-
sahuje dva prvky % a %, tretia obsahuje dva prvky % a % a Stvrta diago-
nala obsahuje zlomky %, %, %, i. Vo vSeobecnosti obsahuje k-ta diagonala

presne k pozicii, teda nanajvys k zlomkov.

Teraz ocislujeme pozicie nekonecného listu papiera, a tym aj vsetky kladné
zlomky v poradi zndzornenom na obrazku 3.23.

Pri tomto ocislovani usporiadame diagonaly zhora nadol a v ramci da-
nej diagonély postupujeme zlava doprava. Podla tejto stratégie ¢islova-
nia a pozicie zlomkov na obrazku 3.21, dostavame nasledujtice oc¢islovanie
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Siesta
diagonala

obr. 3.22

obr. 3.23

kladnych racionalnych cisel:

1213143215165 4321

TTU3 23015 1238156
Vzhladom na dohodnuté oznacovanie je napriklad 1/1 nulté racionélne
¢islo, 2/1 je prvé racionélne ¢islo, 3 je tretie racionélne ¢islo, 1/3 je Stvrté
a 5/2 je dvanaste racionalne ¢islo.

Uloha 3.15 Rozsirte koneént ¢ast nekoneénej matice z obrazku 3.21 o dalsie
dva riadky a dalsie dva stipce. Zistite, ktoré zlomky v nasom oéislovani racional-
nych ¢isel budi mat poradové éisla 17,18, 19, ..., 26, 27.
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Pre zdovodnenie korektnosti nasho ¢islovania je najdolezitejsie vSimnut
si, ze kazdy zlomok (kazdé racionalne ¢islo) dostal svoje poradové ¢islo.
Samotny dokaz tejto skutocnosti je jednoduchy. Nech p/q je Tubovolny
zlomok, ktory sa nedd kratif. Tento zlomok sa nachddza na policku, kde
sa pretina p-ty riadok a ¢-ty stipec, teda lezi na diagonale p+g—1. Pretoze
kazd4a diagonala obsahuje konec¢ny pocet pozicii, podari sa ndm postupne
ocislovat prvky diagonal 1,2,3,..., p+q— 1, takze déjde aj k oéislovaniu
prvkov diagonaly p+q— 1. Preto p/q tiez ziska poradové ¢islo. Pretoze i-ta
diagonéla obsahuje nanajvys ¢ raciondlnych ¢isel, poradové c¢islo zlomku

p/q je nanajvys

14+2434+44...+(p+q—1).

Z toho plynie platnost rovnosti
QF| = IN|.

Uloha 3.16 Obrazok 3.24 ukazuje iné odcislovanie zlomkov, ktoré je ale tiez
zalozené na postupnom ocislovani prvkov diagonal. Napiste prvych 20 racionél-
nych ¢isiel podla tohto ocislovania. Aké poradové ¢islo dostane racionélne ¢islo
7/3? Aké poradové ¢islo m4 raciondlne ¢islo 7/3 v nasom ¢islovani zndzornenom
na obrazku 3.237

ot

obr. 3.24

Uloha 3.17 Hilbertov hotel je tiplne vyludneny, ako sa to niekedy mimo sezény
stdva. Naraz vypukne sezéna a pride nekonecne vela nekoneénych autobusov.
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Autobusy st ocislované v poradi
BOv Blv BZ; B37 R

a je ich teda rovnako vela ako |N|. Pre kazdé i je v autobuse B; nekonecne vela
miest

a na kazdom mieste sedi prave jeden cestujuci. Ako recepény dokaze ubytovat
vSetkych pasazierov zo vsetkych tychto autobusov?

Uloha 3.18 (tvrdy oriesok) Dokazte rovnost |Q| = |N|.

Uloha 3.19 (tvrdy oriesok) Definujme:
N3 = {(Zaj7k) | Z'aj7k; € N}7

ako mnozinu vSetkych trojic (4, j, k), kde prvky trojic i, j a k st prirodzené ¢isla.
Na kazdej pozicii tejto trojice sa modze nachadzat Tubovolné ¢islo z nekonecnej

mnoziny N. Mohli by sme povedat, ze |N3| = oo - 00 - 00 = 00®. Ukaite, Ze plati

IN?| = |N|, a teda aj oo = o0®.

3.3 Existuji rozne velké nekonecéna, alebo preco
je realnych cisiel viac ako prirodzenych?

V predchédzajtcej casti sme sa zoznamili s Cantorovou koncepciou na po-
rovnavanie mohutnosti mnozin. S prekvapenim sme zistili, Ze nekone¢no
sa odlisuje od kone¢nych objektov tym, ze obsahuje casti, ktoré st rov-
nako velké ako sdm celok. Pri hladani nekonec¢na, ktoré by bolo viicsie
ako |N|, sme nemali tispech. Zistili sme, %e dokonca plati |QT| = |N|,
i ked racionalne ¢isla sa nachddzaji na redlnej osi nekoneéne hustejsie
ako prirodzené ¢isla. Skutocénost je eSte prekvapujucejsia. D4 sa ukézat,
ze pre kazdé celé cislo k plati, ze

IN| - IN|-...-|[N|]=00-00"... 00 = ocoF
~—_—
k krat i kEat

je zase len |N| = co.

Nezistime nakoniec, Ze vSetky nekone¢né mnoziny st rovnako velké? Na-
§im cielom je ukézat pravy opak tym, Ze ukadZeme

[RT| > |N.
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Tento vysledok sme mozno na zaciatku povazovali za mozny, ale po absol-
vovani ¢asti 3.2 mozeme pochybovat o tom, ¢ tato nerovnost plati. Redlne
¢isla maju podobné vlastnosti ako raciondalne ¢isla. Neexistuje najmen-
Sie pozitivne reédlne ¢islo a medzi Tubovolnymi dvoma réznymi redlnymi
¢islami sa nachddza nekone¢ne vela redlnych ¢isel. Pretoze |N| = |Q7|,
znamenala by nerovnost |[R™| > |N| automaticky tiez platnost nerovnosti

[RT| > Q7.

Nebolo by to prekvapujice? V nasledujtcej kapitole pochopime lepsie
kItacovy rozdiel medzi mnozinami R a Q. UkéZeme dokonca este silnejsi
vysledok. Ozna¢me pomocou [0, 1] mnozinu vSetkych realnych ¢isiel medzi
0 a 1, vratane nuly a jednotky. Ukézeme, ze plati

[0, 1]] 7 [N.

Ako sa da ukazat nerovnost mohutnosti dvoch mnozin? Na dokaz rovnosti
nam staéi najst vhodné parovanie. To nemusi byt vZdy jednoduché, ale
v istom zmysle to nie je az také tazké, lebo je to konsStruktivna tloha.
Skonstruujete vhodné parovanie, a tym je jednoducho praca ukoncena.
Pre nerovnost |A| # |B| potrebujeme dokéazat, Ze neexistuje parovanie
medzi A a B. Problém je v tom, Ze potencidlne moze existovat nekonecne
vela stratégii na konstrukciu hladaného parovania. Ako sa da vylacit moz-
nost tspechu pri vSetkych moznych postupoch na konstrukciu vhodného
parovania? NemdZzeme jednu po druhej preverit nekonecne vela stratégii.
Ked chceme ukdzat, Ze nie¢o neexistuje, hovorime o ddokazoch neexis-
tencie.

Zdovodnit nemoznost existencie nejakého objektu s istymi vlast-
nostami, alebo vylucit moznost nejakého javu si najtaZsie ulohy,
ak€ si v prirodnych veddch moZeme zadat.

Slovo ,nemozné“ nemdzeme takmer vyslovit a ak uz ho predsa pouzi-
jeme, musime velmi starostlivo upresnit jeho vyznam. Jeden znamy fyzik
mi raz rozpraval, Ze existuje moznost spitne vytvorit vajicko v pdvod-
nom stave z volského oka upeceného na panvici. Tato moznost je zalo-
7ena na moznosti ,,obratif chod ¢asu® fyzikalnych procesov'? a nechat ich
bezat spitf do péovodného stavu. Fyzici vraj dokdzu vypocitat pravdepo-
dobnost, s akou sa podari zrealizovat spétny beh procesu od volského oka
k vajicku. Pravdepodobnost tispechu takého pokusu je tak nizka, Ze jeho
uspech mozno pokladaf temer za zéazrak, ale podstatné je, ze tato prav-
depodobnost je vicsia ako nula, a teda tato moznost existuje. Je vela veci

12ako to formuluje kvantova mechanika
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a situdcii, ktoré sa ndm na prvy pohlad mézu zdat nemozné a napriek
tomu mozu nastat.

V matematike pracujeme v umelom svete abstraktnych matematickych
objektov a vdaka tomu v matematike mozeme Uspesne vytvarat dokazy
o neexistencii matematickych objektov. To ale ni¢ nemeni na skuto¢nosti,
Ze aj tu patria dokazy neexistencie k najfazsim lohdm z hladiska korekt-
nej argumentacie.

Pokuisme sa najprv ukdzat, Ze nie je mozné ocislovat realne ¢islo z inter-
valu [0, 1] a teda, ze plati |[0,1]| # |N|. Ako sme uz naznacili, na dokaz
neexistencie oéislovania ¢isiel v [0, 1] pouzijeme metédu nepriameho do-
kazovania. To znamend, ze predpokladdme opak toho, ¢o chceme dokazat.
Takze predpokladame, zZe existuje ocislovanie realnych ¢isiel z intervalu

[0,1] a pomocou tohto predpokladu sa snazime dostat k sporu'?.

Ak existuje oéislovanie mnoziny [0, 1], mozeme vsetky redlne ¢isla z [0, 1]
zapisat do postupnosti znazornenej v tabulke na obrazku 3.25.

0 1 2 3 4 }
1 0 ajp  aiz Ay i
2 0. as1 gz  a24 ... Ay
3 0 asy Gz a3q asi
4 0. ay  ag ag3 e Q44
7 0. a;1 ;2 a;3 Aiq e Qg
obr. 3.25

To znamena, ze Cislo

0,a11a12a13a14 . ..

13V pripade potreby sa mézeme najprv vratit k opisu metédy nepriamej argumentécie
v prvej kapitole. Schéma nepriameho dokazovania hovori, ze ak je mozné z nejakého
tvrdenia Z odvodit postupnostou implikédcii nejaké ocividne neplatné tvrdenie, tak
tvrdenie Z neplati, a teda plati opak tvrdenia Z. Opakom existencie zobrazenia medzi
[0,1] a N je neexistencia zobrazenia medzi [0,1] a N.
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je prvym ¢islom v nasom oé¢islovani ¢isiel z [0, 1]. Symboly a11, a2, a3, . - .
st decimalne cifry. Takze a1 je prva decimélna cifra za desatinnou ciar-
kou, ais je druhd cifra, a3 je tretia cifra za desatinnou c¢iarkou, atd.
Vo vSeobecnosti je

0,a1a:2043044 - . .

i-te redlne ¢islo z intervalu [0, 1] v poradi nasho éislovania. Naga tabulka
je nekoneéna v dvoch rozmeroch. Pocet riadkov je |N| a poéet stipcov
je tiez |N|. Stipec j obsahuje j-te cifry za desatinnou ¢iarkou vsetkych
redlnych ¢isiel v nasom oéislovani. Poéet stipcov musi byt tiez nekoneény,
pretoze vicsinu redlnych ¢isiel nie je mozné zapisat pomocou konecéného
poctu cifier za desatinnou ¢iarkou. Napriklad na zapisanie zlomku

E =0,3=0,33333...

3
potrebujeme nekonecéne vela miest za desatinnou ¢iarkou i ked tato repre-
zentécia je periodicka. Cisla ako v/2/2 alebo 7 /4 nie st periodické a na ich
presny zapis v tomto tvare decimalneho zdpisu sa nemozeme vyhnat po-
uzitiu nekoneéného poc¢tu desatinnych miest v ich presnom zapise.

Aby sme zvysili ndzornost uvedenej tabulky, predstavime si hypoteticki
konkrétnu tabulku ako na obrazku 3.26, kde st namiesto symbolov a;;
konkrétne deciméalne cifry. V tejto hypotetickej tabulke st ocislované re-
alne ¢isla z intervalu [0, 1].

Na prvom mieste je ¢islo 0,732110..., na druhom mieste 0,000000...,
na trefom mieste 0,998103.. ., atd.

Teraz aplikujeme tzv. diagonaliza¢ni metddu na konstrukciu realneho
¢isla z intervalu [0, 1], ktoré sa uréite v tabulke nenachadza (obr. 3.25).
Této skutocnost je ale v spore s nasim predpokladom, Ze v tabulke médme
o¢islovanie redlnych éisiel z [0, 1], a teda nie je mozné, aby tam nejaké ¢islo
chybalo. To znamené, Ze nasa tabulka neposkytuje ocislovanie redlnych
Cisiel z intervalu [0, 1] a teda, Ze neexistuje ocislovanie ¢isiel z [0, 1].

Nasim cielom je teda skonstruovat nejaké ¢islo ¢ z intervalu [0, 1], ktoré
sa uréite nenachidza v nijakom riadku tabulky na obr. 3.25. Cislo ¢ bu-
deme konstruovaf postupne, jedno desatinné miesto po druhom. Cislo ¢
zapiseme ako

c=0,cicoc3c4...C5 ... .

Vo vseobecnosti zvolime decimélnu cifru ¢; = a11 — 1, ak a1 # 0 a polo-
Zzime c¢; = 1, ak a;; = 0. Konkrétne na obrazku 3.26 to znamena, ze by
sme zvolili ¢; = 6, pretoze a;; = 7. Vdaka tejto volbe cifry ¢; vieme uz
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1| o 3 2 1 0
2 10 0 [o] o o0 0
310 9 9 3

e
=
DO
w

- e - [
—

obr. 3.26

s istotou, ze konstruované ¢islo ¢ sa nenachddza v prvom riadku tabulky
na obr. 3.25 (obr. 3.26). Na druhé miesto za desatinnou ¢iarkou ¢isla
¢ vezmeme cifru co = agy — 1 ak age # 0 a v pripade, ked ags = 0
zvolime ¢y = 1. Pre ocislovanie na obrazku 3.26 to znamena, ze zvolime
co = 1, pretoZze aze = 0. Vdaka tejto volbe sa éislo ¢ s istotou odlisuje
od ¢sla v druhom riadku tabulky. Dalej zvolime c3 tak, aby c3 bolo rézne
od as3 a tym padom konstruované ¢islo ¢ nelezalo v trefom riadku tabulky
(nebolo tretim ¢islom v hypotetickom ocislovani).

Uplne vseobecne zvolime ¢; = a;; — 1 pre aj; #0ac¢ =1 prea; = 0.
Vdaka tejto volbe nelezi ¢ v i-tom riadku tabulky (c sa odliSuje od ¢isla
v i-tom riadku tabulky minimalne na i-tom desatinnom mieste). Tymto
postupom ziskame po Siestich krokoch konstrukcie pre konkrétnu tabulku
z obrazku 3.26 ¢islo

0,617106. ...

Lahko zistime, Ze toto ¢islo je rézne od vSetkych ¢isel v prvych Siestich
riadkoch tabulky (obr. 3.26).

Vo vSeobecnosti vidime, Ze sa ¢islo ¢ odliguje od kazdého ¢isla v tabulke
(v nasom hypotetickom o¢islovani) a to minimdlne na i-tom desatinnom
mieste od i-teho ¢isla tabulky (o¢islovania). To ale znamend, ze tabulka
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na obrazku 3.25 nie je o¢islovanim mnoziny [0, 1], pretoze oé¢islovanie mno-
ziny [0, 1] znamend uviest v poradi bezpodmienecéne vsetky prvky z [0, 1],
a my vidime, Ze ¢ tam chyba. Takze bol nas predpoklad existencie ocis-
lovania mnoziny [0, 1] chybny a na zdklade schémy nepriameho dokazu
mozeme uzavriet nase vahy tvrdenim, Ze:

Neexistuje ocislovanie mnoziny [0,1], a teda neexistuje ani pd-
rovanie medzi N a [0, 1].

Uloha 3.20 Nacrtnite zaciatok tabulky (podobne ako na obrazku 3.26) hypo-
tetického ocislovania redlnych ¢isel z [0, 1], v ktorej na zaciatku lezia ¢isla 1/4,
1/8,12/2,0, 1, m/4, 3/7. K tejto tabulke uréte cifry ci, ca, c3, ¢4, ¢s5,¢6 a 7 z ¢
tak, aby bolo zarucené, Ze sa ¢ odlisuje od vSetkych tychto siedmych cisel.

Uloha 3.21 V hypotetickom oéislovani lezi v 100. riadku é&islo 2/3. Ktora cifru
¢isla ¢ a akym sposobom zvoli v tomto pripade diagonaliza¢na metoda?

Uloha 3.22 Uréte prvych 7 cifier ¢isla ¢ za desatinnou &iarkou pre hypotetické
o¢islovanie mnoziny [0, 1] v tabulke na obréazku 3.27.

1| o 0o 0o 1 7 8 0
2 | 0. 1 3 01 7T 8 4
310 1 6 3 3 3 3
410 1 6 3 [o] 7 8 4
510 1 6 3 1 8 4
6 |0 1 6 17 4
70 1 6 3 1 7 8

obr. 3.27

Co sme préave dokazali a aka bola nasa argumentacia? Predpokladajme,
ze ndm niekto povie, Ze ma ocislovanie mnoziny [0, 1]. Vyvinuli sme tech-
niku (nazyvanu diagonalizatnd metdéda), pomocou ktorej sme schopni
kazdému jeho navrh ocislovania vratit s tym, Ze jeho odcislovanie nie je
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uplné, pretoze v niom chyba aspon jedno ¢islo z [0, 1]. Vzhladom na to,
7e sme to schopni urobit pre kazdé hypotetické odislovanie, neexistuje
korektné ocislovanie prvkov mnoziny [0, 1].

Iny sposob pohladu na nasu argumentaciu je zaloZeny na schéme nepria-
meho dokazu, ktort sme sa naudili v prvej kapitole. Nasim cielom bolo
dokézat tvrdenie Z, Ze neexistuje ocislovanie redlnych ¢isiel z intervalu
[0,1]. Naga schéma sa zacina tvrdenim Z, ¢o je opakom Z a odvodi zo Z
nejaky nezmysel (nie¢o nemozné). Vdaka tomu vieme podla metédy ne-
priameho dokazu, Ze Z nemoze platit a musi platit Z. Takto dosiahneme
nas ciel, dokazat platnost Z. Tvrdenie Z (opak Z) je, Ze existuje oéis-
lovanie mnoziny [0, 1]. Predpokladajtc platnost Z dospejeme k zaveru,
ze v tomto hypotetickom oéislovani prvkov mnoziny [0, 1] jeden prvok
(¢islo) ¢ chyba. To je ale nezmysel, pretoze v o¢islovani mnoziny [0, 1] ne-
moze chybat nijaky prvok z [0, 1] a z tohto dovodu neexistuje oéislovanie
mnoziny [0, 1].

Vzhladom na to, ze nie je mozné ocislovat cisla z intervalu [0, 1] (nie je
mozné poparovat ich s prirodzenymi éislami z N), nemozeme oc¢islovat ani
prvky z RT.

Uloha 3.23 Odévodnite vlastnymi slovami, pre¢o z neexistencie o¢islovania
mnoziny [0, 1] vyplyva tieZ neexistencia o¢islovania mnoziny RT.

[Rada: Mozete sa pokusit vysvetlit, ako by sa z kazdého oc¢islovania mnoziny R*
dalo ziskat ocislovanie mnoZiny [0, 1]. Preco je takato argumentécia korektna?].

Pretoze N C R a neexistuje parovanie medzi N a R", smieme tvrdit, Ze
plati:
IN| < [RF.

Teda existuji dve rozne velké nekone¢na a to |N| a [RT|. Mozno dokonca
ukazat, Ze existuje nekonecne vela rozne velkych nekonecien. Tu ale upus-
time od prezentacie a dokazovania tychto technickych vysledkov, pretoze
ich nepotrebujeme na dosiahnutie nasho hlavného ciela. Nasim hlavnym
cielom je v nasledujucej kapitole ukdzat, Ze existuje viac vypoctovych
problémov (tloh) ako algoritmov, a preto existuju ulohy, ktoré sa algo-
ritmicky a teda automaticky pomocou pocitacov nedaju riesit.

Uloha 3.24 Pozmeiime trocha metédu diagonalizacie vzhladom na tabulku pre-
zentovanu na obr. 3.25. Zvolme ¢; = a;2; — 1 ak a;2; # 0 a zvolme ¢; = 1 ak
a;2i = 0.

a) MozZeme potom znova tvrdit, ze ¢islo ¢ = 0,c¢icacsey ... sa v tabulke ne-
nachadza? Odovodnite Vase tvrdenie.
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b) Zaramcéekujte prvky a; 2; tabulky na obrazku 3.25!

¢) Aké budu cifry c1,co a cg pri tejto stratégii, ak sa budeme zamyslat nad
konkrétnou tabulkou na obr. 3.277 Zdovodnite, preco sa takto vygene-
rované ¢islo ¢ = 0,cicacs ... uréite nenachadza v prvych troch riadkoch
tabulky (obr. 3.27).

3.4 Najdolezitejsie myslienky v kratkosti

Dve nekoneénd mozeme porovnavat, ak ich reprezentujeme pomocou mno-
7in. Na tomto zdklade Cantor postavil svoj koncept na porovnavanie vel-
kosti (mohutnosti) mnozin. Pritom vyuzil nasledujicu bacovskt metédu.
Dve mnoziny st rovnako velké, ak mozeme prvky oboch mnozin sparovat.
Nejakéa nekoneéna mnozina A je rovnako velka ako N, ak je mozné o¢islo-
vat prvky A a tak ich usporiadat ako prvy, druhy, treti, atd. Ocislovanie
mnoziny A nie je ni¢ iné ako parovanie A a N. Na nase prekvapenie mo-
zeme parovat N a Z i ked N je vlastnd podmnozina Z. Na zéklade tohto
a podobnych vysledkov sme spoznali, Ze vlastnost

obsahovat vlastni céast, ktord je rovnako velkd ako celok,

je presne tou vlastnostou, ktord odlisuje koneéné od nekonecného. Ko-
neéné mnoziny nemodzu mat tiato vlastnost. Pre nekoneéné mnoziny je
nevyhnutné mat tato vlastnost.

Napriek tomu, Ze medzi dvoma prirodzenymi ¢islami ¢ a ¢ + 1 lezi vzdy
nekonecne vela raciondlnych ¢isiel, ocislovali sme Sikovnym spoésobom ra-
cionalne &isla (nie podla velkosti), a tym sme ukézali, Ze plati |[N| = |Q|.
Dosledkom je, Zze prirodzenych ¢&isiel je rovnako vela ako kladnych raci-
onalnych disiel.

Dalej sme pomocou nepriameho dokazu ukazali, Ze neexistuje ocislovanie
realnych ¢isiel a teda, ze plati:

IN| < [R].

Dosledkom je, ze existuji minimélne dve rozne velké nekonecénd. Cielom
nasledujucej kapitoly je ukazat, ze pocet roznych programov sa rovné |N|,
a Ze pocet roznych algoritmickych tloh sa rovna |R*|. Dosledkom bude
existencia uloh, pre ktoré neexistuju algoritmy na ich riesenie.

Zatial sme eSte neukdzali nijaky div informatiky. Zato sme ale spoznali
podstatu nekonecna a metédu na porovnéavanie nekoneénych velkosti,
a tym sme predstavili matematicky div, ktory je jednym z najfascinu-
jucejsich drahokamov vedy. Drahokamy lezia len zriedkavo pohodené na
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ulici. V typickom pripade je potrebné vynalozif nemalé tsilie na ich zis-
kanie. Preto sme sa aj poriadne zapotili, kym sme boli schopni zvladnut
pracu s nekoneénom. Preto nés nesmie prekvapit, ze cesta k divom in-
formatiky je tiez naro¢né. Ale trpezlivost sa vyplaca. Vydrite este dve
kapitoly a potom zazijete divy informatiky jeden za druhym. Neocaka-
vané a elegantné riesenia zdanlivo bezvychodiskovych situacii zvysia tep
kazdého priatela vedy. Len s trpezlivostou a usilovnostou dosiahneme po-
znanie, ktoré mé skuto¢ni hibku a velkd cenu.

Vzorové rieSenia k vybranym tloham

Uloha 3.1 Pre mnoziny A = {2,3,4,5} a B = {2,5,7,11} existuje 4! = 24
réznych parovani. Priklad parovania je

(2,11),(3,2),(4,5), (5, 7),

alebo
(2,11),(3,7),(4,5), (5,2).

Postupnost dvojic (2,2), (4,5), (5,11), (2, 7) nie je parovanie mnozin A a B, pre-
toze prvok 2 z A sa nachddza v dvoch paroch (2,2) a (2,7) a prvok 3 z A ostal
volny (nenachédza sa v nijakom pére).

Uloha 3.7 (tvrdy oriesok) Definujme vzfah |A| < |B| pre dve nekoneéné
mnoziny A a B tak, ze |A| < |B| préve vtedy, ak existuje vlastnd podmnozina
C mnoziny B (C C B), ktortt mozno popérovat s mnozinou A. Nasim cielom je
ukdzat, ze pomocou tejto definicie mozno dospiet k nezmyselnému vysledku |N| <
IN|. Tym ukazeme, Ze této definicia relacie mensi nie je vhodna na porovnavanie
nekonecnych mnozin.

Zvolme si v tejto definicii A = N a B = N. Ako C si zvolime Z*. O¢ividne
je C = Z* vlastnd podmnozina mnoziny B = N (C' C B), pretoze Z* C N.
Parovanie medzi mnozinami C = Z* a B = N sme uz ukazali. Tym st splnené

vietky podmienky definicie, a teda musi platit |A| < |B|. Pretoze sme zvolili
A =N = B, dostavame |N| < |N|.

Uloha 3.9 Parovanie medzi mnozinami N a Z moézeme najst pomocou nasle-
dujiceho od¢islovania prvkov zo Z (usporiadania do poradia nulty, prvy, druhy,
treti, ... ):

0,1,-1,2,-2,3,-3,4,—4,...,1,—1,....

7 tohto ocislovania prvkov zo Z dostaneme parovanie mnozin N a Z tak, ze kaz-
dému ¢islu mnoziny Z priradime jeho poradie v ocislovani. Zaciatok nasho pa-
rovania vyzera takto:

(Oa O)v (1a ]-)7 (2a 71); (37 2)a (47 *2)7 (5a 3)7 (6a 73); e
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Vo vseobecnosti vytvarame dvojice:
(0,0), (2¢ — 1,7) a (2, —1)
pre vsetky kladné celé cisla 1.

Uloha 3.11 (tvrdy orieSok) Recepény sa prichysta na hosti takto: najprv
rozdeli izby na nekoneéne vela skupin nekoneénej velkosti. Vzdy, ked pride nejaka
skupina hosti (je jedno ¢ koneéné alebo nekoneénd), pouzije pre novych hosti
nasledujicu eSte nepouzitt skupinu volnych izieb.

Recepény méa dobré matematické vzdelanie (¢o je v Hilbertovom hoteli pre kazdé-
ho zamestnanca nevyhnutnym predpokladom na prijatie do zamestnania) a vie,
ze existuje nekonecne vela prvodisiel

2,3,5,7,11,13,17,19, ... .

Nech p; je i-te prvocislo v tejto rastiicej postupnosti prvocisiel. Pomocou p;
uréime ¢-tu nekone¢ne velkl skupinu izieb ako:

Skupina(i) = {pi,pf,p?,pf, e (pi)j, R

Napriklad Skupina(2)= {3,9,27,81,...}. Recepény vie tiez (vdaka znalosti z4-
kladnej vety aritmetiky), Ze nijaké ¢islo z N sa nenachdadza vo viac ako jednej
skupine izieb. To znamena, ze aj ked postupne pride nekone¢ne vela skupin hosti,
moze recepény pridelovat izby bez toho, aby musel prestahovéavat uz ubytovanych
hosti. Nezalezi na tom, ¢i i-ta skupina hosti je kone¢na alebo nekone¢na, skupina
izieb Skupina(i) je pre nich zarezervovand. Ak oznac¢ime hosti i-tej skupiny ako

Gi1,Gi2,Gigs -, Gig, -

tak host G; 1 dostane izbu p;, host G2 izbu p? atd. Vo vieobecnosti dostane
host G; ; izbu (p;)’.

Citatel mohol najst aj iné spravne riesenie, ako sme uviedli.

Uloha 3.13 Postupnost dvojic
(0,0, (1,1),(2,4),(3,9), (4,16), ..., (i,i%),..

je parovanim medzi N a Ny, 4q. Oc¢ividne je kazdy prvok z N prave v jednom péare
a analogicky sa vyskytuje kazdé ¢islo z Ngyeq préve jedenkrat ako druhy prvok
nejakej dvojice.

Uloha 3.21 Decimélna reprezentacia ¢isla 2/3 je

0,6 =0,666666... .

Takze na stom mieste za desatinnou ¢iarkou je cifra 6. Podla metddy diagonali-
zacie zvolime c1g0 =6 — 1 = 5.
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Uloha 3.22 Pre hypotetické oéislovanie mnoziny [0,1] z tabulky obr. 3.27 do-
staneme aplikovanim metdédy diagonalizacie

c=0,1631783... .

Uloha 3.23 Ulohu vyriesime pomocou schémy nepriameho dékazu z prvej ka-
pitoly. Vieme, Ze neexistuje oé¢islovanie prvkov mnoziny [0, 1]. Nasou tlohou je
ukazat, Ze neexistuje oc¢islovanie prvkov z R*.

Predpokladajme opak nasho ciela, t.j., Ze mame nejaké oéislovanie mnoziny R¥.
Zoberme toto o¢islovanie ako postupnost ¢isiel a skrtneme (vygumujeme) vSetky
Cisla, ktoré nie s z intervalu [0, 1]. To ¢o ostane, je postupnost (oc¢islovanie) vset-
kych ¢isiel z [0, 1]. Uz ale vieme, Ze neexistuje o¢islovanie mnoziny [0, 1], a teda
musi platit opak nasho predpokladu. Opak nésho predpokladu (Ze existuje oéis-
lovanie RT), je nas ciel (neexistuje o¢islovanie mnoZiny R™T).






Diskutujte, mylte sa,

robte chyby,

ale preboha myslite,

aj ked chybne, ale samostatne.

Gotthold Ephraim Lessing

Kapitola 4

u

Vypodéitatelhost alebo preco existu
ulohy, ktoré sa nedaju vyriesSit
na programovatelnom pocitadi

4.1 Ciele

V tretej kapitole sme objavili, Ze existuji rozne velké nekonecéna. Na-
kone¢nd mnozina je presne rovnako velkd ako N, ked jej prvky mozeme
ocislovat ako prvy, druhy, treti, atd.

Nasim ciefom v tejto kapitole je ukazat, Ze existuju problémy (tdlohy),
ktoré nemozno riesit pomocou algoritmov. Hlavnd myslienka je velmi
jednoduchéa. Ukézeme, zZe existuje viac problémov ako je pocet vSetkych
programov. To znamend, ze musia existovat tlohy, ktoré sa nedaju rie-
sit algoritmicky a teda ani automaticky pomocou vypoctovej techniky.
No neuspokojime sa ale len s dékazom, ze existuju algoritmicky neriesi-
telné tlohy. Mohli by sme si mysliet, ze vSetky algoritmicky nerieSitelné
ulohy st natolko neprirodzené, Ze ich rieSenie aj tak nikoho nezaujima.
Preto sa pousilujeme ukézat, ze existuji zaujimavé praktické tlohy, ktoré
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sa algoritmicky nedaju riesit.

Této kapitola je najtazsou v celej knihe, preto sa neznepokojujte ani
nebudte frustrovani, ak sa vadm nepodari vSetko pochopit. Ani mnohi
absolventi univerzitného studia informatiky celkom neovladaji tato ma-
tematicky naro¢ni ¢ast studia. Uspechom je uz len to, ked pochopite
prezentované objavy informatiky a ich vyznam. Pochopit detailne celd
cestu k tymto zadsadnym objavom informatiky si vyzaduje zvycajne viac-
nasobné ¢itanie textu a premyslanie o hlavnych myslienkach dokazov. Je
na vas, kolkokrat budete ochotni opakovane sa zaoberat touto témou.

Je dolezité vediet, ze kazdy moze ¢itat bez problémov vsetky nasledujtce
kapitoly aj v pripade, ze nepochopil dokazy v tejto kapitole.

4.2 Kolko réznych programov moZno napisat?

Kolko programov existuje? Prva jednoduchd odpoved je: ,Nekonecne
vela®. Nepochybne pre kazdy program mame nejaky iny program, ktory je
o jeden riadok (jeden prikaz) dlhsi, teda existuje dokonca nekonec¢ne vela
moznych dlzok programov. Najviac nas ale zaujima odpoved na otazku, ¢
je pocet roznych programov rovny |N|. Ukdzeme, Ze pocet réznych prog-
ramov je rovnaky ako pocet prirodzenych cisel. Urobime to tak, Ze ocis-
lujeme vsetky programy.

Za¢nime uvazovat o pocte vSetkych textov, ktoré mozno napisat na poci-
taci alebo pisacom stroji. Pod textom rozumieme postupnost symbolov
pouzivanej klavesnice. VSetky malé a velké pismend latinskej abecedy
chapeme ako symboly. Okrem nich mnozstvo dalsich symbolov ako

?a !a Yy $a /7 +a *a atd"a

ktoré mozeme tiez pouzivat. Na dévazok mame este klavesnicu pre ,praz-
dny symbol“, pomocou ktorej vkladdme medzeru medzi dve slova alebo
dve vety. Aby sme naznacili vyskyt medzery ako prazdneho symbolu, po-
uzivame namiesto medzery symbol .. Délezité je si uvedomit, ze medzera
ma v texte isty vyznam, a preto je rozumné s nou narabat ako so symbo-
lom. Takze za texty pokladame nielen slova ako

y,Janko“ a ,mama‘“
s jasnym vyznamom, ale i nezmyselné postupnosti symbolov ako:

xyz*-+7labe/
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Od textu, v zmysle predchadzajiceho odseku, neocakavame nijaky vy-
znam. Je to jednoducho postupnost symbolov, ktord nemusi mat séman-
tickl interpretaciu. V informatike nazyvame mnozinu pouzitych symbolov
abecedou a hovorime o textoch nad abecedou, ak s texty zostavené
zo symbolov tejto abecedy.

PretoZe aj medzeru povazujeme za symbol, mdzeme obsah celej knihy!
(napriklad tejto) povazovat za text. Dopracovali sme sa k nasledovnému
postrehu:

Kazdy text je konecny, ale texty mozu byt lubovolne dihé, teda
existuje nekoneéne vela roznych textov.

Pozrime sa teraz na podobnost medzi textami a prirodzenymi ¢islami.
Kazdé prirodzené ¢islo mozno reprezentovat koneénym spdsobom pomo-
cou symbolov (cifier) 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9 v desiatkovej ciselnej
sustave. Velkost (diika) reprezentacie rastie s hodnotou c¢isla, a preto
mozu byt zapisy ¢éisiel lubovolne dlhé?.

Mozeme teda povedat:

,Pocet vsetkych textov nad abecedou pocitacovej klavesnice sa
rovnd |N|.“

Je to naozaj tak a zdévodnime to pomocou ocislovania textov. Stac¢i uka-
zat, ako sa vSetky texty daju usporiadat do nekonecného telefénneho
zoznamu. Ned4 sa to ale spravit rovnakym spdsobom, aky sa pouziva
pri zostaveni slovnikov. Podla pravidiel usporiadania v slovnikoch najprv
zoberieme do Gvahy slovd a, aa, aaa, aaaa, atd. a nikdy sa nedostaneme
k odislovaniu slov s inymmi pismenami ako a, pretoZe je nekoneéne vela
textov, ktoré obsahuju len pismeno a. Preto musime pri ocislovani textov
postupovat inak. PouZijeme nasledujtce pravidlo:

Kratsie texty predchddzaju dlhsim textom.

To znamené, ze v nasej nekonecnej knihe sii na zaciatku vsetky texty
dlzky 1, potom vietky texty dlzky 2, potom vsetky texty dizky 3, atd.
Este musime uréif poradie pre texty rovnakej dizky. Ak by sme mali k dis-
pozicii len pismena latinskej abecedy, mohli by sme texty rovnakej dizky
usporiadat rovnako ako v slovniku. Teda najprv vSetky texty zac¢inajtce
sa symbolom a, atd. Vzhladom na to, Ze méame aj $pecidlne symboly, ako

Lokrem ilustracii

2To znamend, 7e nemozeme zhora ohrani¢it dlzku zépisu nejakou konstantou (pevnym
¢islom). Ak by bola dizka najviac n, tak by sme mali k dispozicii nanajvys 10" roznych
reprezentécii ¢isiel, teda by sme mohli reprezentovat (zapisat) len konecne vela ¢isiel.
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7,1 * 4+, atd., musime sa najprv dohodnif na poradi vsetkych symbolov
sabecedy klavesnice*. Poradie symbolov si mézeme zvolit sami a nie je
dolezité, ktoré si vyberieme. Potom

usporiadame texty rovnakej dizky rovnako ako v slovniku?

1]2|3]...| 25|26 |27 |28 ...[51]52|53]54]...]61]62

alblce|. . ]y|z]lAa|B|.]Y|[z[1]2]. .. T9]o

63|64 ]65]66|67]68]69]70]71]72]73]|74]75]..]167

R R e
obr. 4.1

To znamena, Ze najprv su texty, ktoré sa zac¢inaja prvym symbolom v na-
som poradi. Ak sme napriklad usporiadali symboly abecedy klavesnice
do poradia ako na obr. 4.2, zacina nase ocislovanie textov

1 a
2

3 C
167 .

Texty dizky 5 st usporiadané nasledujtico:

aaaaa
aaaab
aaaac

aaaa.
aaaba
aaabb
aaabc

Preco sme sa zapodievali textami?

»Kazdy program je text nad abecedou klavesnice.“

3Usporiadanie ako v slovniku zvy&ajne volame lexikografické.
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Takze programy su Specidlne texty, ktoré si zrozumitelné pre podcitac.

tvrdit:

,Pocet programov sa rovnd |N|.“

.....

ze |N| a pocet programov st rovnako velké, vyplyva zo skutocnosti, ze |N|
je najmengie nekoneéno. Toto sme ale nedokézali. Ked chceme nase tvrde-
nie dokazat tplne ¢isto, bez pouzitia nedokdzaného tvrdenia, potrebujeme
vytvorit parovanie medzi ¢islami a programami. Ako uz vieme, o¢islovanie
je parovanie.

Programy ocislujeme tak, Ze z nekonecnej knihy vsetkych tex-
tov vytvorenych nad abecedou kldvesnice, vymazeme tie, ktoré
nepredstavuji program.

Je dolezité v8imnuf si, ze vymazanie sa dé urobif automaticky. Daju sa
napisat programy, ktoré pre zadany vstupny text rozhodni, & zodpo-
ved& programu v nejakom uvazovanom programovacom jazyku. Takéto
kontrolujice programy nazyvame kompilatory. Treba zdoéraznit, ze

kompilator skontroluje len, ¢i je program syntakticky sprdvny,
ale nie, ¢i je semanticky sprdvny.

To znamend, ze kompiladtor skontroluje presne, ¢i je text korektne zapisa-
nou postupnostou prikazov pre pocitac, teda ¢i je programom. Kompil4-
tor nekontroluje, ¢i je program algoritmom, teda, ¢i program pocita nieco
zmysluplné, alebo ¢i sa neméze stat, Ze by bezal v cykle do nekonecna.

V dal$om si teda moézeme dovolit uviest nekoneény zoznam vsetkych prog-
ramov

Ry, P, P, Ps, ..., B, ...,
pricom Pj; oznacuje -ty program.

Preco bolo také dolezité, ukazat, ze pocet programov, a tym sucasne aj

.....

.....

programov. 7Z toho vyplyva, Ze existuju problémy, pre ktoré neexistuji
algoritmy (metdédy na ich rieSenie).

UZ v predchadzajucej kapitole sme naznadili, Ze existuje prili§ vela prob-
lémov. Pre kazdé realne ¢islo moézeme uvazovat nasledujici problém.
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Problem(c)
Vstup: prirodzené ¢islo n
Vystup: ¢islo ¢ s presnostou na n desatinnych miest za desatinou bodkou

Hovorime, Ze algoritmus A, riesi problém Problem(c) alebo, ze A,
. s s s s o » . .

generuje ¢islo ¢, ked pre lubovolné zadané cislo n vypocita v desiatkovej

ststave celu cast ¢isla ¢ a n desatinnych miest za desatinou bodkou.

Napriklad,

® pre c = %, musi A pre vstup n = 5 vypocitat vysledok 1,33333.
3

e pre ¢ = /2 musi A s5 pre vstup n = 4 vypoditat ¢éislo 1,4142.

e pre ¢ = 7w musi A, pre vstup n = 6 vypocitat 3,141592.

Uloha 4.1 Co je vystupom algoritmu A 17, ktory pre vstup n = 12 generuje
%? Co st vysledky algoritmu A, ktory generuje 7, pre vstupy n = 2, n = 0,
n=7an=97

Uloha 4.2 (tvrdy orieSok) Viete vymyslief metédu na urcenie (generovanie)
TubovoIného poc¢tu desatinnych miest ¢isla 77 Vysvetlite ju!

.....

.....

viac redlnych c¢isiel ako algoritmov. Preto

existuju redlne ¢isla c, pre ktoré nie je Problem(c) algoritmicky
riesitelny.
Dokéazali sme, Ze st reédlne ¢isla, ktoré sa nedaja algoritmicky generovat.
Rozumieme ale presne, preco je to tak? Pokusime sa vytvorit si zéaklady
intuicie, a tak demaskovat sivii eminenciu v pozadi. Prirodzené ¢isla, raci-
onélne cisla, texty, programy, recepty a algoritmy maji déleziti spolo¢nii
vlastnost.

, Vietky tieto objekty sa daju reprezentovat konecnym sposo-
bom.“

Pre realne ¢isla to ale neplati. Ked je zapis redlneho ¢isla koneény, moéZzeme
ho chapat ako text. Pocet textov je ale mensi ako pocet redlnych disiel,
preto existuju realne ¢isla, ktoré nemaju konecény zapis.

Co to presne znamena? Konstruktivne opisat realne ¢islo m znamena,
ze na zaklade opisu sme schopni ziskat kompletné ¢islo m, cifru po cifre.
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Aj v pripade, ked m4 ¢islo m za desatinnou bodkou nekonecne vela miest,
na zaklade opisu vieme jednoznacne uréit cifru na Tubovolnom desatin-
nom mieste ¢isla m. V tomto zmysle je konec¢ny opis ¢isla m taplny. Teda
na zaklade konecného opisu m mame algoritmus na generovanie tohto
¢isla. Napriklad v/2 je kone¢né reprezentacia iracionalneho ¢isla m = /2
. v/ X % 1’ 2 /. . v/
a vieme ho vypocitat s [ubovolnou presnostou, ktort si ur¢ime. Preto
plati:

Redlne ¢cisla, ktoré sa daji reprezentovat koneénym sposobom,
su presne tie redlne ¢isla, ktoré sa daji algoritmicky generovat.
Mdme aj redlne cisla, ktore sa nedaji konecnym sposobom
reprezentovat, a preto sa nedaji ani algoritmicky generovat.

Uloha 4.3 Co si myslite? Coho je viac? Realnych éisiel s koneénou reprezenté-
ciu alebo realnych cisiel, ktoré nemaji kone¢nt reprezentaciu. Zdoévodnite vase
tvrdenie!

Teraz vidime, Ze su ulohy, na ktorych riesenie neexistuje algoritmus.
S tymto poznanim sa ale neuspokojime. Koho zaujima tloha generovat
¢islo m, ktorého reprezentacia aj tak nie je koneéna? Ako vobec formulo-
vat takato tlohu koneénym spésobom? A okrem toho, ak su toto jediné
ulohy, ktoré nie s algoritmicky riesitelné, tak mozeme spokojne zabudnut
na celt takuto ,umeld® tedriu a venovat sa tloham, ktoré sa vyskytuju
v praxi. TakZe CGitatelovi musi byt zrejmé, ze s takymto poznanim sa ne-
mozeme uspokojit. Musime pokracovat v nasom skiimani, aby sme zistili,
¢l existuju aj zaujimavé ulohy, ktoré sa daji sformulovat koneénym spo-
sobom a ktoré sa algoritmicky nedaju riesit.

4.3 ANO alebo NIE, to je otazka alebo metéda
diagonalizacie trochu inak

Najjednoduchsie problémy, ktorymi sa zaobera informatika, st takzvané
rozhodovacie problémy. Rozhodovaci problém je o rozhodnuti, ¢i dany ob-
jekt (alebo dané objekty) ma (maji) urc¢iti skimant vlastnost. Napriklad
dostaneme digitalnu fotografiu a mame rozhodnut, ¢i sa na nej nachadza
stolicka. Alebo, ¢i je na fotografii ¢lovek, alebo este konkrétnejsie, i je
to Aurel Stodola. Odpoved musi byt jednoznaéné ,ANO“ alebo ,NIE“.
Iné odpovede nie sii povolené. Prirodzene, o¢akidvame, Zze odpoved bude
spravna.
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V dalsom budeme uvazovat o velmi jednoduchych rozhodovacich prob-
lémoch. Nech je M Tubovolna podmnozina N. Je to teda mnozina obsa-
hujiica prirodzené é&isla. Specifikujme rozhodovaci problém (N, M)
takto:

Vstup: prirodzené ¢islo n z N.
Vystup:

LANO“ v pripade, ze n je z M,
»2NIE“ v pripade, ze n nie je z M.

Ako M mozeme zobrat PRIM, kde
PRIM = {2,3,5,7,11,13,17,19,...}

je nekone¢nd mnozina vsetkych prvoéisiel. V takom pripade je (N, PRIM)
rozhodovaci problém, ¢i dané ¢islo n je, alebo nie je prvocislo. Problém
(N,Npqr) oznacuje rozhodovaci problém, ¢i dané ¢islo je parne alebo ne-
parne.

Pre kazd( podmnozinu M mnoziny N, hovorime, Ze algoritmus A roz-
pozna mnozinu M alebo, ze A riesi rozhodovaci problém (N, M),
ked pre kazdy vstup n algoritmus A

(i) da vysledok ,ANO“, ak n patri do M a
(ii) da vysledok ,NIE“, ak n nepatri do M.

Niekedy pouZivame namiesto ,ANO“ cifru ,1“ a namiesto ,NIE“ cifru
,0“. V pripade, Ze A pre vstup n odpovie ,ANO“, hovorime, Ze algorit-
mus akceptuje ¢islo n. Ak pre n odpovie ,NIE“, hovorime, ze algo-
ritmus A zamietne ¢islo n.

Ked pre rozhodovaci problém (N, M) mame algoritmus, potom vravime,
ze (N, M) je algoritmicky riesitelny alebo, ze

(N, M) je rozhodnutelny.

Je ocividné, ze problém (N, N,,) je rozhodnutelny; staci preverit, ¢i je
zadané prirodzené ¢islo parne alebo neparne. Problém (N, PRIM) je tiez
rozhodnutelny, lebo vieme, ako sa presvedéime, ¢i prirodzené ¢islo je pr-
vocéislo a na zaklade tohto spdsobu nie je tazké vytvorit algoritmus.

Uloha 4.4 Najjednoduchsi spésob preverenia, ¢i ¢islo n je prvoéislo, je vyskusat
vydelit ¢islo n vsetkymi ¢islami od 2 po n — 1. V pripade, Ze nijaké z tychto
¢isiel nedeli n, je n prvocislo. Takéto preverenie je velmi ndkladné. Ak chceme
preverit ¢islo 1000003, musime vyskasat miliénkrat delitelnost. Viete iny sposob
preverenia, pri ktorom je pocet deleni podstatne mensi?
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Uloha 4.5 (tvrdy oriesok) Vo formalizme z kapitoly 2 napi$te program, ktory
rozhodne problém (N, QUAD), pricom

QUAD = {1,4,9,16,25,...}

je mnozina $tvorcov vetkych kladnych ¢éisiel (t.j. i2, pre i = 1,2,3,...).

Chceme ukéazaft, ze existuju rozhodovacie problémy, pre ktoré neexistuju
algoritmy. Takéto rozhodovacie problémy nazyvame

nerozhodnutelné alebo algoritmicky neriesitelné.

U7z sme sa dozvedeli, ze mdzeme vypisat vetky programy Py, Pi, Ps, ...
v pevnom poradi jeden za druhym. Neskor sa dozvieme, Ze sa to da uro-
bit dokonca algoritmicky. Vypisat algoritmicky algoritmy ale nie je také
lahké. Z tohto dovodu zacneme naSe tusilie tym, Zze dokdzeme dokonca
nieco tazsie. UkdZeme, Ze st rozhodovacie problémy, ktoré sa nedaju vy-
riesit nijakym programom. Co to znamené presne? Kde je rozdiel medzi
algoritmickou riesitelnostou a riesitelnostou pomocou programu?

Na pripomenutie: Kazdy algoritmus vieme prepisat ako program, ale nie
kazdy program je algoritmus. Program médZe vykonédvat nezmyselni ¢in-
nost a pre niektoré vstupy pracovat nekonecne dlho, zatial ¢o algoritmus
bezi vzdy len konecny cas a vypocita korektny vysledok.

Nech je M podmnozina N. Hovorime, ze program P akceptuje mno-
zinu M, ked pre kazdé zadané prirodzené ¢islo n

(i) P odpovie ,ANO“, ked n patri do M a
(ii) P odpovie ,NIE“ alebo pracuje nekonecne dlho, ked n nepatri do M.

V dalsom texte bude oznacovat M (P) mnozinu M, ktort akceptuje P.
Teda P mozeme chapat aj ako konecnu reprezentaciu potencialne neko-
nec¢nej mnoziny M (P).

Okamzite vidime rozdiel medzi rozpoznanim mnoziny M algoritmom ale-
bo jej akceptovanim programom. Pre vstupy z M musia oba pracovat
korektne a v koneénom ¢ase dodat spravnu odpoved ,ANO“ (bod (i)).
Pre cisla, ktoré nepatria do M, smie program na rozdiel od algoritmu pra-
covat nekonecne dlho bez toho, aby dal nejaka odpoved. V tomto zmysle
st programy nadmnozina algoritmov*. Preto ked ukaZeme, %e pre mno-
7inu M neexistuje program, nebude pre M existovat ani algoritmus, a teda
problém (N, M) je nerozhodnutelny.

4Inak povedané, algoritmy st §pecidlne programy.
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Aby sme skonstruovali taktuto ,fazka“ podmnozinu prirodzenych disiel,
pouzijeme opit diagonalizaéni metédu z kapitoly 3. Potrebujeme na to
nasledujucu reprezentaciu podmnozin prirodzenych ¢isiel (obr. 4.2).

[of1]2]s|4]..
Mot ]o]o 1]

obr. 4.2

123 i i1
1]0]o0 1] o |...

M reprezentujeme ako nekonecnu postupnost bindrnych cifier. Postup-
nost sa zacina O-tou poziciou a na i-tom mieste je 1, ked i patri do M.
V pripade, Ze ¢ nepatri do M, napiSeme na i-te miesto v postupnosti 0.
Mnozina M na obr. 4.2 teda obsahuje ¢isla 1, 4 a i. Prvky 0, 2, 3 ai+1
nepatria do M. Pre N,,, vyzera reprezentacia nasledujuco:

101010101010101010 ...
Pre PRIM je reprezentacia
0011010100010100 ...

Uloha 4.6 Uréite prvych 17 miest v bindrnej reprezentécii mnoziny QUAD.

Vytvorme teraz opif dvojrozmerniu tabulku, ktoré je v oboch rozmeroch
nekoneéna. Stlpce tabulky ozna¢me postupnostou

0,1,2,3,4,5,...,1,...
vSetkych prirodzenych ¢isiel. Riadky ozna¢me postupnostou
POa Pla PQ) P3) BERY PZ

vSetkych programov, ktoré precéitaji jediné ¢islo a ako odpoved moézu vy-
pisat len ,ANO“ alebo ,NIE“. Takéto programy sa daji rozpoznat podla
toho, ze obsahuju jediny prikaz ,naéitaj* a prikazy vystupu smu vytlacit
len text ,ANO“ alebo ,NIE“. Kazdy takjto program P; definuje jedno-
zna¢ne mnozinu M (P;) vSetkych prirodzenych ¢isiel, pre ktoré program
skonéi s odpovedou ,,ANO“. Vsetky ¢isla, pre ktoré program neodpovie,
alebo déa odpoved ,NIE“, nepatria do M (P;).

Teraz st riadky tabulky bindrnymi zapismi mnozin M (F;). j-ty riadok
(pozri obr. 4.3) obsahuje bindrnu reprezentaciu mnoziny M (P;), ktora je
akceptovand programom P;. Policko v i-tom riadku a j-tom stipci ob-
sahuje jednotku, ked i-ty program akceptuje ¢islo j (pre vstup j skonéi
s ,ANO“). Nula je na policku v i-tom riadku a j-tom stipci, ked P;
pre vstup j odpovie ,NIE“, alebo neodpovie vobec.
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Takto dostdvame nekonecni tabulku, v ktorej riadkoch si re-
prezentdcie vSetkych podmnozin, ktoré mozu byt akceptované
nejakym programom.

o1 |2]3]4]5]6 i j
M@Py) [[o][ 11 ]olo]1]o 1 0
M(P) | 0 olo0o]o0]|1]1 0 0
MP) | 1|1 0|0 | 1]o0 1 1
M@P) | 1o | 1]|[o]l1]o]1 1 0
M(P) | oo |o]|1 0| 1 0 1
M@P)| 11| 1|11 1 1 1
MPs)| 1o 1]0]o0]o0 0 1
M®P)|o|1]1l0|0]|1]0
MP)| 1o | 1|0 ] 1|11 [0]
obr. 4.3
loJafefslals)6] |il-]j]-
DIAG [1[ofo]1]ofof0o] Jo| |1]--
obr. 4.4

Teraz chceme ukézat, Ze je aspon jedna podmnozina N, ktorej nezod-
poveda nijaky riadok v nekonecénej tabulke (obr. 4.3). Ukazeme to tak,
ze skonstruujeme nekoneéni postupnost DIAG nil a jednotiek, ktord sa
istotne v tabulke nebude nachadzat. Konstrukciu DTIAG a aj tomu zod-
povedajicej mnoziny M (DIAG) uskutoénime diagonaliza¢nou metédou.

Pozrieme sa na policko agg, kde sa pretina 0-ty riadok a 0-ty stipec. Ked
agp = 0 (obr. 4.3), to znamend, ze 0 nepatri do M (FP,), ddme na 0-
té miesto dy do DIAG 1 (takze do M (DIAG) zahrnieme 0). V pripade,
ze apg = 1 (¢ize ak 0 patri do M (FP)), ddme na 0-té miesto dy do DIAG
hodnotu 0 (teda 0 nezahrnieme do M (DIAG)). V prvom kroku sme uréili
iba prvy ¢len postupnosti DIAG a mame istotu, ze DIAG sa lisi od 0-tého
riadku tabulky (teda od M(F)) v aspon v 0-tom prvku.

Rovnakym spdsobom postupujeme v druhom kroku. Pozrime sa na druhé
poli¢ko na uhlopriecke (diagonale) a;1, kde sa pretina prvy riadok s prvym
stipcom. Nasim cielom je zvolif hodnotu d; na prvej pozicii v DIAG tak,
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aby sa M (DIAG) aspori na tejto pozicii lisila od postupnosti M (P;). Preto
polozime d; rovné 0 (1 nezaradime do M (DIAG)), ked a;; = 1 (1 patri
do M(Py)). V pripade, ze aj; = 0 (1 nepatri do M(P;)), polozime d;
rovné 1 (1 zaradime do M (DIAG)).

Pre binarnu cifru a;; z policka kde sa pretina i-ty stipec a j-ty riadok
predstavuje @;; obratent hodnotu (obratenie 1 je 1 = 0 a obratenie 0
je 0 = 1). Na obr. 4.5 je znizornena situdcia, ktortt sme dosiahli pri
vytvarani DIAG po dvoch krokoch.

obr. 4.5

i+l

|
| ? |

o1 ]2
?

3
DIAG | ago | a1 | ? | ?

4|
?

1
| ?

Prvé dva prvky v DIAG st agp a a1, takze M (DIAG) sa lisi od M (FPp) aj
od M(Py). Zvy$né miesta v DIAG este nie s uréené a chceme ich urcit
tak, aby sa DIAG lisil od kazdého riadku z tabulky na obr. 4.3, a teda sa
v nijakom z jej riadkov nenachadza.

Vo v8eobecnosti zarucime, aby sa DIAG 1isil od i-teho riadku v tabulke

na obr. 4.3 nasledujicim sposobom. Ked policko a;;, nachadzajtce sa

na priese¢niku i-teho riadku a i-teho stipca, obsahuje 1 (i patri do M (F;)),

potom polozime i-ty prvok d; v DIAG rovny 0 (i nezaradime do M (DIAG)).
V pripade, Ze a; = 0 (i nepatri do M (F;)), potom polozime d; = 1 (4

zaradime do M (DIAG)). Teda M (DIAG) sa lisi od M (P;).

Takymto sposobom vytvorime postupnost DIAG tak, Ze sa nevyskytuje
v nijakom z riadkov v tabulke. Pre konkrétnu tabulku na obr. 4.3 je
na obr. 4.4 zodpovedajica postupnost DIAG. Vo vSeobecnosti mdZzeme
DIAG predstavit ako na obr. 4.6.

o v 2|3 ]4|-]il
DIAG | oo | a1 | 22 | as3s3 | d44| |¢_lu|
obr. 4.6

Takze plati, ze

M(DIAG) neakceptuje nijaky program, a preto sa rozhodovact
problém (N, M(DIAG)) nedd rozhodnut nijakym algoritmom.

Definiciu M(DIAG) mézeme vyjadrif nasledujicim struénym sposobom:

M(DIAG) = {n €N | n nepatri do M(P,)}
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= mnozina vSetkych prirodzenych ¢isiel n takych,
ze n nie je akceptované n-tym programom M (P,).

Uloha 4.7 Predstavte si, ze prvjch 10 riadkov a prvych 10 stlpcov tabulky
vSetkych programov vyzera ako na obr. 4.7. Uréte zodpovedajucich prvych desat
pozicii v DIAG.

0111234567819
M(Py) 111|001 ]0|1]|0]|1
M(Py) |[0O|0O|0|0O|0O]O|O]|O]|O]O
M(P) {01101 |0|1|1]0|O
MPs) |1 |1|1]0|1]1|0]|0]|0]O
M(Py) |1 |1|1|1|1]1|1]0]|1]0O
M(Ps) |O0fO0O|1(0|O|1]|0O|1]|1]|O
M(P) |[1|0|0|0|1]0|1]0]|0]O
MPr) (1111|111 |1|1]|1
M(P) [0|0|1]|1|0|O0O|1]|1]|]0]|O
M(Py) |1 |0|1]0|1]0|1]0]|1]0O
M(Pyp)|O0OjO0O]1|0|0O|0]1|1]|0]|1

obr. 4.7

Uloha 4.8 (tvrdy oriesok) Sktimajme

M (2-DIAG) = mnozina vSetkych parnych ¢isiel 2i, takych, Ze 2i
nepatri do M (F;).

Je alebo nie je algoritmicky rozhodnutelny problém (N, M (2-DIAG))? Zdo-

vodnite vasu odpoved. Nakreslite si k tomu aj obrazky analogické k obr. 4.3
a k obr. 4.4.

Uloha 4.9 (tvrdy orieSok) Pomoze vam riesenie predchadzajticej tilohy (4.8)
pri definovani dvoch dalsich algoritmicky nerozpoznatelnych podmnozin N? Kol-
ko algoritmicky neriesitelnych problémov sa d& vytvorit metédou diagonalizacie?

Uloha 4.10 (tvrdy oriesok) Definujme

M (DIAG:2) ako mnozinu vSetkych parnych prirodzenych ¢isiel 2i,
takych, Ze 2i nepatri do L(Py;).

Vieme povedaf nieco o rozhodnutelnosti (N, M (DIAG,))?
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Uz méame rozhodovaci problém (N, M (DIAG)), o ktorom vieme, ze nie je
algoritmicky riesitelny. Ale este stale nie sme spokojni. Problém sa sice da
opisat kone¢nym sposobom (hoci najprv sme ho predstavili ako nekoneént
postupnost), ale nie je to algoritmicky névod na konstrukciu M (DIAG),
lebo ako uvidime neskér, tabulka na obr. 4.3 sice existuje, ale ned4d sa
algoritmicky (automaticky) vygenerovat. Okrem toho (N, M (DIAG)) ne-
zodpoveda nijakému prirodzenému praktickému problému.

4.4 Metbéda redukcie alebo ako vyuzit tispesni
metodu rieSenia problémov na dokazovanie
nerieSitelnosti

U7 vieme, Ze nerieSitelné problémy vieme opisat prostrednictvom dia-
gonaliza¢nej metody. Je to dobra vychodiskova pozicia. V tomto odseku
pojde o to, ako rozsirit dokazy algoritmickej nerieSitelnosti na dalsie prob-
lémy. Hlavna myslienka je zaviest relaciu ,lahsi alebo rovnako tazky*
vzhladom na algoritmicku riesitelnost.

Nech st U; a U dva problémy. Hovorime:

U; je lahsi, alebo rovnako tazky ako Us,
alebo

Us nie je lahsi ako U;

vzhladom na algoritmicku riesitelnost a zapisujeme:
U, SAlg U27

ak algoritmické riesitelnost Us zaruéi algoritmicku riesitelnost Us.
Co to presne znamena? Ked méame
Uy <aig Ua,
st mozné nasledujuice situacie:
e Uy a Us st oba algoritmicky riesitelné.
e U je algoritmicky riesitelny a Uy je algoritmicky neriesitelnsy).
e Uy a Uy su oba algoritmicky nerieitelné.

Jedind situdcia, ktora je pre Uy <4 Uz vyli€end, je nasledujica:
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o U, je algoritmicky riesitelny a Uy je algoritmicky neriesitelny.

Predstavte si, ze ste dokézali sériu:
Ur <aig Uz Sa1g Us <agg -+ - <aig Uy

vztahov medzi k problémami Uy, Us, . .., Ui. Predpokladajme dalej, Ze dia-
gonaliza¢nou metédou sme schopni ukézat, Ze

Ui je algoritmicky neriesitelny).

Co z toho vieme usudit? Pretoze U; je najlahsi zo vSetk§ch problémov

v sérii, st ostatné problémy Us, Us, ..., U, v sérii aspon také tazké, ako
Ui, a preto
st problémy Us, Us, ..., U algoritmicky neriesitelné.

Presne takymto spdsobom chceme viest dokaz algoritmickej nerieSitel-
nosti. Vdaka diagonalizanej metéde mame uz Startovaci neriesitelny prob-
1ém U; . Je to diagonaliza¢ny problém (N, M (DIAG)). Otézkou ostava, ako
sa da ukazaf vztah Uy <454 Us medzi dvoma problémami?

Na tento ucel pouzijeme metddu redukcie, vyvinutt v matematike na to,
aby sa rieSenie novych problémov dalo néjst Sikovne pomocou metéd
na riesenie inych, uz vyriesenych problémov. Metédu redukcie ilustrujeme
na dvoch prikladoch.

Priklad 4.1 Predpokladajme, Ze méme metédu rieSenia pre ,normo-
vané“ kvadratické rovnice tvaru:

2?4+ pr+q=0,

to znamend, pre kvadratické rovnice s koeficientom 1 pri z2. Metéda, rie-
Senia je dana prostrednictvom p-g-vzorca.

__p (2)2_
T 2+ 9 q

=g B
2 5 5 .
Ked plati (%)2 — ¢ < 0, nema rovnica riesenie v realnych ¢islach.

Teraz chceme vyvinit metéddu na riesenie lubovolnej kvadratickej rovnice

ax® +bxr+c=0.
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Namiesto odvodenia nového vzorca®, redukujeme problém rieSenia vse-
obecnej kvadratickej rovnice na rieSenie normovanej kvadratickej rovnice.

Vieme, Ze rieSenie hociakej rovnice sa nezmeni, ked obe strany rovnice

vynasobime rovnakym ¢islom (roznym od 0). Vynésobme teda obe strany

kvadratickej rovnice ¢islom é

1
ar? +br+c = 0 |- —
a
1 1 1 1
a-—-2’4+b-“x4+c- - = 0-=
a a a a
b
e+ S =0
a a

Tym sme dostali normovana kvadraticka rovnicu a ta vyriesime uz danou
zndmou metédou.

Algoritmicky je znazornena redukcia na obr. 4.8.

a,b,c, kde a # 0
) Algoritmus C'
=3 A na riesenie
—C . vSeobecnej
= Felials kvadratickej
]|) (} roxgnice
ax®+br+c=0
V'

Vyries kvadratickn
rovnicu

224+ pr+qg=0
pomocou p-g-vzorca
(x1,x9) alebo ,nemé riesenie”

\

l

obr. 4.8

Cast A je algoritmus zodpovedajici algoritmickej redukcii. Vypoéitame
v nej koeficienty p a ¢ ekvivalentnej normovanej kvadratickej rovnice.
Koeficienty p a g st vstupom pre algoritmus B, ktory riesi normovant
kvadraticki rovnicu tvaru 22 + px + ¢ = 0. B tlohu vyriesi. Vystup B si

®Taky vzorec sme videli a programovali uz v kapitole 2.
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dve rieSenia x1 a w9, alebo odpoved ,Nem4 riesenie“, ktoré mozeme pria-
mo prevziat ako vystup algoritmu C, ktory riesi vSeobecnii kvadraticki
rovnicu. O

Uloha 4.11 Predpokladajme, Ze méame algoritmus B na rieSenie linedrnych rov-
nic tvaru
ar+b=0.

Vytvorte pomocou redukcie algoritmus na rieSenie linedrnych rovnic tvaru
cx+d=nx+m,

kde ¢,d,n a m st dané ¢isla a = je neznama. Znazornite redukciu analogicky
k schéme na obr. 4.8.

Redukciu z prikladu 4.1 nazyvame 1-1-redukcia (redukcia jedna k jed-
nej). Je to najjednoduchsia mozna redukcia, pri ktorej vstup pre problém
Uy (vSeobecnd kvadraticka rovnica) priamo prerobime na vstup pre prob-
lém Us (normovand kvadratickd rovnica) a vysledok algoritmu pre U; je
sjedna k jednej“ prebrany vysledok pre Us. Takto dostavame, ze plati

Ui SAlg Us. (4.1)

Znamena to, ze U7 nie je algoritmicky fazsie vyriesit ako Us, lebo algorit-
mus B pre U; mézeme prerobit prostrednictvom redukcie na algoritmus
C pre Uy (obr. 4.8), a teda riesitelnost problému Uy implikuje riesitelnost
problému Uj.

V nasom pripade si eSte mozeme vSimnut, ze U, (rieSenie normovanej
kvadratickej rovnice) je Specidlnym pripadom U; (rieSenie vSeobecnej
kvadratickej rovnice). Teda kazdy algoritmus pre U; je automaticky aj
algoritmom pre Us. To znamena, ze plati:

Us <aiq Us. (4.2)

Na zaklade uvedeného mozeme tvrdit (z (4.1) a (4.2)), ze U; a Us st algo-
ritmicky rovnako tazké, ¢o znamené, ze bud st oba algoritmicky riesitelné,
alebo oba algoritmicky neriesitelné. Prirodzene, v tomto $pecidlnom pri-
pade kvadratickych rovnic plati prvd moznost.

Nie vzdy musia byt redukcie takéto jednoduché. Na to aby sme ukézali,
Ze plati:

Ur <ag Ua,
moze byt nevyhnutné, aby sme pouzili viackrat algoritmus B, ktory riesi
U,, alebo aby sme eSte dalej spracovavali vysledky B. Ilustrujeme to
na priklade 4.2 a za nim v nasledujice;j tlohe.
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Priklad 4.2 Vsetci pozname Pytagorovu vetu, ktord hovori, Ze v pravo-
uhlom trojuholniku (obr. 4.9) plati:

2=+ 12
alebo presnejsie slovami:

Obsah stvorca nad preponou (najdlhsou stranou) pravouhlého
trojuholnika sa rovnd suctu obsahov stvorcov mad oboma od-
vesnami (kratsimi stranami).

Teda mame algoritmus Ba, ktory pre zadané dve dlzky stran pravouhlého
trojuholnika vypoéita dlzku tretej strany. Napriklad, ked pozname a a b,

c=+Va?+ b
Ked pozname a a ¢, vypoéitame b nasledujico:

b=+\c? — a2

Oznaéme Ua problém vypoctu velkosti chybajicej strany pravouhlého
trojuholnika.

vypocitame c takto:

b

obr. 4.9

Predstavme si teraz nova tlohu Up;. Dany je rovnostranny trojuholnik
(obr. 4.10) so stranami dizky m. Ulohou je vypoéitat plochu tohto troju-
holnika. Je oé¢ividné (obr. 4.10), Ze plocha trojuholnika je

— . h,

pricom h je vyska trojuholnika (obr. 4.10).

Vieme ukazat, ze:

Upt <aig Un,
teda redukovat rieSenie Up; na rieSenie Ua. Ako sa to dé& urobit, ukazu-
jeme na obr. 4.11.
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obr. 4.10
m
. m APl
ci=m Algoritmus C'
T T vypocita
a ¢ plochu
Y v rovnostranného
m | Vypocitaj Ba trojuholnika
b:=+vVc?—a? riesi U
b
Vv
h:=0b o
Plocha := %h -m
|
Plocha
i
obr. 4.11

Na rieSenie Up; vytvorime algoritmus Ap; za predpokladu, Ze mame algo-
ritmus B na riesenie Ux (vypocet dizky chybajicej strany pravouhlého
trojuholnika). Na obr. 4.11 vidime, Ze na vypocet plochy potrebujeme
visku h trojuholnika. Velkost h je dlzka strany C'D pravouhlého troj-
uholnika DBC. Vidime, Ze dlzka a strany DB sa rovna m/2 a je zrejmé,
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ze dlzka c prepony v trojuholniku DBC je m. Teda algoritmus A nastavi
zodpovedajuco (obr. 4.11) hodnoty a a c. Potom pouzijeme algoritmus Ba
pre Ua, aby sme vypocitali chybajacu velkost h = b. Nakoniec vypocita
algoritmus C' na zdklade hodndt m a b plochu AABC. O

Uloha 4.12 Pozrime sa na tlohu U Pyr, v ktorej vypocitame vysku h pyramidy
so tvorcovou zakladiiou velkosti m x m a dlzkami hran m (obr. 4.12). Vyrieste

m

m

obr. 4.12

ulohu tak, Ze ukazete Upy, <aiy Ua. Nakreslite analogickt redukciu, ako je
na obr. 4.11.

[Navod: Vsimnite si, Ze pri redukeii musite pouzit dvakrat algoritmus Ba na rie-
Senie Un.]

Uloha 4.13 (tvrdy oriesok) Nech je Us, problém riesenia systému dvoch
linearnych rovnic:

anxr +apy = b

a21T + azy = by

s dvomi neznamymi x a y. Nech Usj;, je problém rieSenia systému troch linear-
nych rovnic:

anx +apy +azz = by
a1 + azey + a3z = by
a1 +azy +aszz = by

s tromi nezndmymi x,y a z. Ukdzte, Ze Usiin <a1g Usiin.

Videli sme, ako sa daju vyvinuf prostrednictvom metédy redukcie urdi-
tych problémov metédy riesenia inych problémov. Takze redukcia sluzi
na Sirenie algoritmickej riesitelnosti.
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My ale nechceme teraz pouzivat redukciu ako pomocku na vyvoj algorit-
mov. Prostrednictvom redukcie chceme $irit algoritmick(i neriesitelnost
(negativne spravy). Ako sa da obrétit zmysel pouzivania metédy zo zis-
kavania pozitivnych vysledkov na ziskavanie negativnych vysledkov? Na-
znadili sme to uz na zaciatku tejto kapitoly. Ked prostrednictvom redukcie
vieme dokazat, ze:

Ur <aig U2

a vieme, ze U je algoritmicky nerieSitelny, potom musi byt algoritmicky
neriesitelny aj Us.
Je maly rozdiel v dékaze

Ur <aig Uz

za UCelom S$irenia algoritmickej riesitelnosti alebo za Ucelom Sirenia al-
goritmickej neriesitelnosti. Pri pozitivnych vysledkoch sme mali nejaky
algoritmus pre Us a nieCo sme naprogramovali, aby sme dostali algorit-
mus pre Up. Pri Sireni negativnych vysledkov o nerie§itelnosti, prirodzene
nemame nijaky algoritmus pre Us. Iba predpokladdme, Ze nejaky existuje.
A ked ho méame, potom s jeho pomocou vytvorime algoritmus pre Uj.
To znamend, ze musime pracovat s hypotetickou existenciou algoritmu
Ag pre Us, aby sme mohli ako dosledok usudit, Ze existuje algoritmus A;
pre Uj.

Pouzitie redukcie pre dokaz algoritmickej riesitelnosti zodpoveda priame-
mu dokazu (priamej argumentdcii), ktort sme predstavili v kapitole 1.
Pouzitie redukcie na dékaz neexistencie algoritmu pre analyzovana tlohu
zodpovedd presne nepriamemu dokazu, ako sme ho uviedli v kapitole 2.2.
Aby sme sa opreli o nieco zname, uvedieme najprv priklad z matematiky
a az potom prejdeme k algoritmike.

Priklad 4.3 Vieme, Ze sa ned4 rozdelit uhol na tri rovnako velké casti len
s pomocou kruzidla a pravitka. Teda neexistuje metéda v tvare postup-
nosti jednoduchych krokov (jednoduchého pouzitia pravitka a kruzidla),
ktorou by sa dal lubovolny uhol geometricky rozdelit na tri rovnako velké
casti. Dokaz nie je zrejmy a ostaneme radsej pri tom, ze toto tvrdenie
matematikom uverime.

Na druhej strane zo Skoly vieme, Ze pravitkom a kruzidlom vieme uhol
zdvojnésobit alebo rozdelit na rovnaké polovice.

Na obr. 4.13 ukazeme priklad, ako sa da zdvojnasobit uhol Zab, ktory
zvieraju priamky a a b. KP-algoritmus® na zdvojnasobenie uhla pracuje

Skruzidlo-pravitko-algoritmus
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obr. 4.13: Zdvojnasobenie uhla

nasledovne:

1. Zober do kruzidla Iubovolna vzdialenost r a nakresli kruznicu ks
so stredom M (priesecnik a a b) a polomerom 7.

2. Oznac ako A priese¢nik kruznice kj; a priamky a, prieseénik kpr a b
ozna¢ B.

3. Do kruZnice zober vzdialenost AB medzi A a B a nakresli kruznicu
kp so stredom v bode B a polomerom AB.

4. Oznac¢ ako C' prieseénik kj; a kg, ktory je rozny od A.
5. Spoj pravitkom body M a C.

Teraz vieme, Ze uhol ZAMC medzi priamkou a a priamkou, ktord vedie
cez body M a C je dvakrat taky velky, ako povodny uhol Zab = ZAM B.

To bolo len na pripomenutie. Nasa tloha je ukazat, ze neexistuje KP-
algoritmus, ktory by lubovolny uhol rozdelil na Sestiny (na Sest rovnako
velkych uhlov). Zdévodnit nieco také pravdepodobne nebude o nié¢ Tahsie,
ako dokézaf neexistenciu algoritmu na rozdelenie uhla na tretiny. Nemu-
sime ale ist touto tazkou cestou, ked vieme, Ze s pravitkom a kruzidlom sa
uhol ned4 rozdelit na tretiny. Tato skutocnost mozeme vyuzit pri nasom
dokaze.

Ako budeme postupovat? Zoberme si opak toho, ¢o chceme dokézat (vie-
me rozdelit uhol na Sest rovnako velkych uhlov) a ukdzeme, Ze z také-
hoto predpokladu vieme uhol rozdelit aj na tretiny, ¢o ale odporuje uz
znamej skutoc¢nosti. Presnejsie povedané, predpokladame, ze mame KP-
algoritmus Ag na rozdelenie uhla na Sestiny a pomocou Ag vytvorime
KP-algoritmus As na rozdelenie uhla na tretiny. Pretoze As neexistuje,
ustdime, Ze ani Ag nemdze existovat.



4.4 METODA REDUKCIE 129

Opiseme redukciu rozdelenia uhla na Sestiny, na rozdelenie uhla na tretiny
nasledujico (obr. 4.14). Predpokladame, Ze existuje KP-algoritmus Ag
na rozdelenie uhla na Sestiny. Najprv pouZijeme Ag, aby sme dany uhol
W rozdelili na Sestiny. Dostaneme 6 rovnako velkych uhlov wi, ws, ws,
wy, ws, we (pozri obr. 4.15). Potom spojime dva susedné uhly, po¢inajic
s w1 a we a dostaneme tri rovnako velké uhly wig, w34, wse (obr. 4.15).
Rozdelenie W na tieto tri uhly zodpoveda jeho rozdeleniu na tretiny.

uhol W
A
K P-Algoritmus Ag Ag ’
rozdeli W na 6 rov- deli W Algoritmus
nako velkych uhlov na 6 na rozdelenie W
Wy, Wa, W3, Wy, Wy, We- | Gasti na tri rovnako
velké uhly

I
w1, W2, W3, Wy, Ws, We

i

SpOj w1 a Wy do Ujlg!

Spoj w3 a wy do wsy!

Spoj ws a wg do wsg!

W12, W34, W56

obr. 4.14

V reéi nepriamej argumentécie (nepriameho dékazu) hovori redukcia zo-
brazena na obr. 4.14 o nasledujicom désledku:

wKed sa kazdy uhol dd KP-algoritmom rozdelit na Sestiny, po-
tom sa dd KP-algoritmom kaZdy uhol rozdelit aj na tretiny.“

Ws6

W12

w1

obr. 4.15
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PodTla definicie implikdcie platnost dokdzanej implikicie vylucuje druha
moznost zo Styroch moznych pripadov na obr. 4.16. Ak zoberieme do tva-

moznost | rozdelenie na Sestiny | rozdelenie na tretiny

1 da sa da sa

2 da sa neda sa

3 neda sa da sa

4 neda sa neda sa
obr. 4.16

hy este skutocnost, Ze rozdelenie na tretiny sa ned4 uskuto¢nit, musime
vylacit aj situécie ¢. 1 a 3, pre ktoré plati, Zze ,rozdelenie na tretiny sa
dé uskutocnit®. Jedind mozné situécia, ktord ostala, je ¢. 4 a ta4 obsahuje
yrozdelenie na Sestiny sa nedd uskutoc¢nit®, a teda méZzeme uzavriet, Ze lu-
bovolny uhol sa nedé rozdelit nijakym KP-algoritmom na Sestiny. O

Uloha 4.14 Problém delenia na tretiny si moézeme predstavit aj v zjednoduse-
nom tvare. Ulohou je pre Iubovolny uhol W skonstruovaf pravitkom a kruzidlom

.....

dusenie formulécie ni¢ nezmeni na KP-neriesitelnosti. Urobte podobny dokaz
aj s obrazkom, ako je obr. 4.14. Ukazte, ze nijakym KP-algoritmom sa neda
skonstruovat uhol

(i) velkosti %,
(ii) velkosti 3,

lubovolného daného uhla.

Vréafme sa zo sveta KP-algoritmov naspit do sveta vSeobecnych algorit-
mov. Nas problém diagonalizacie tu ma podobné miesto ako delenie uhla
na tretiny pri KP-algoritmoch. Z jeho algoritmicke]j neriesitelnosti chceme
usudit algoritmicki neriesitelnost dalsich problémov.

Schéma redukcie pre U; <454 Uz je zndzornend na obr. 4.17.

Algoritmus A na rieSenie Uy je vytvoreny nasledovne. Vstup pre U naj-
prv spracuje algoritmus B. Algoritmus B vie pre vstup generovat pripady
x problému Us pre As. Predpokladame, ze As vypocita pre x spravne rie-
Senie. Ako vidime na obr. 4.17, As mdZeme pritom pouzit viackrat. Na-
koniec spracuje algoritmus C' vSetky ziskané medzivysledky a vypocita
definitivny vysledok pre pripad y problému U;. Pritom je doélezité vsim-
nut si, ze podprogramy As, B a C st algoritmy, a preto vysledok vzdy
vypocitaju v konefnom dase. A, smie pouzit B len konecne velakrat,
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Vstup y

™| Algoritmus B

[
T
v

Ay riesi Us pre A,
pripad x

- [

Algoritmus C'

Ay

Algoritmus
na rieSenie
problému U;

Vystup

obr. 4.17
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preto sa aj cyklus obsahujuci B a As vykona tiez len konecéne velakrat.
Takze mozeme usudit, ze A; je tiez algoritmus, pretoze pre kazdy vstup

v kone¢nom case korektne odpovie.

Teraz si predstavime dva nové rozhodovacie problémy, ktoré maji vyznam

pri vyvoji a obzvlast pri testovani softvéru.

UNIV (univerzalny problém)
Vstup: program P a vstup ¢ € N pre P

Vystup: ANO, v pripade, Zze P akceptuje vstup i, to znamena, Ze i

patri do M (P)

NIE, v pripade, ze P neakceptuje vstup i
(to znamend, ze bud P skon¢i a zamietne vstup 4, alebo
P pracuje pre vstup i nekonecne dlho).

HALT (problém zastavenia)
Vstup: program P a prirodzené ¢islo ¢

Vystup: ANO, v pripade, ze P sa zastavi pre vstup i

(to znamend, ze P pracuje pre i kone¢ne dlho).

NIE, v pripade, ze P sa nezastavi pre vstup ¢
(to znamenad, ze P sa dostane pri praci so vstupom i

do nekoneéného cyklu).
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Je zrejmé, ze problém zastavenia je zédkladnou otazkou pri testovani soft-
véru. Vieme, Ze za algoritmy moézeme povazovat len také programy, ktoré
nebud pracovat nekonecne dlho. Preto sa kazdy novy program, v ramci
testovania jeho spravnosti, preveruje, ¢i je vzdy (pre kazdy vstup) zaru-
¢ené, ze program v konecnom case vypocita vysledok. Problém zastavenia
HALT je najjednoduch8ou formou testovania. Pytame sa len, ¢ sa prog-
ram P zastavi pre konkrétny vstup i (skutoéna otazka je, ¢i zastane pre
vSetky vstupy). Neskor sa dozvieme, Ze uz aj takto zjednodusena otézka
sa algoritmicky nedéa zodpovedat.

Univerzalny problém suvisi priamo s kontrolou spravnosti programu P
pre rozhodovaci problém. Testujeme, ¢i P pre vstup ¢ odpovie spravne
ANO alebo NIE. Teraz by hocikto mohol povedat, to predsa vieme Tahko
urobif: Simulujme pracu P pre i a pozrime sa, ¢i P odpovie ANO alebo
NIE. To by sme skuto¢ne mohli urobit, keby sme mali zarucené, ze P je
algoritmus (to znamenad, ze P na svojom vstupe i zastane). To ale neméame
zarucené. Ked P bude na vstupe 7 pracovat nekonecne dlho, simulovali by
sme pracu P na vstupe ¢ nekonecne dlho a nedostaneme odpoved na otaz-
ku, ¢i P d¢islo ¢ akceptuje alebo nie. My ale chceme navrhnat algoritmus
pre univerzalny problém, tento algoritmus nesmie pocitat nekonecne dlho,
teda sa nemdze realizovat nekonecénd simulécia.

Uvedené tivahy ukazuji, ze problém zastavenia a univerzalny problém st
vzdjomne silne previazané. Naozaj, ukdzeme, ze su rovnako fazké.

Najprv ukdzeme, ze plati:
UNIV <, HALT,

to znamena, ze

vy

vzhladom na algoritmicki riesitelnost nie je UNIV tazsi ako

HALT.

Co to znamena? Musime ukézat, Ze existencia algoritmu pre HALT zaru-
¢uje algoritmus na riesenie UNIV. Predpokladajme teda, ze mame algo-
ritmus Agapr pre HALT. Vytvorime algoritmus B pre UNIV (obr. 4.18).

Algoritmus B pracuje pre vstup (P, i) nasledujicim spdsobom:
1. B odovzda svoj vstup (P, i) bez zmeny algoritmu Apgarr.

2. Algoritmus Agapr rozhodne (v koneénom case), ¢i P pre i zasta-
ne alebo nie. Agarr odpovie ANO, v pripade, Zze P pre i zastane.
V inom pripade odpovie Agarr NIE.



4.4 METODA REDUKCIE 133

P i
P i B
Algoritmus, ktory Algoritmus B
rozhodne Agarr rozhodne
problém zastavenia UNIV
| ,l
NIE ANO ; Pl{i
Simuluje kone¢ny
vypocet S
P na vstupe i

P odpovie P odpovie
NIE na i ANO na i
|
NIE ANO
¥ ¥
obr. 4.18

3. V pripade, ze Agarr odpovie NIE, vie B s urcitostou, ze P neak-
ceptuje ¢islo ¢ (lebo P pre i pracuje nekoneéne dlho) a odpovie NIE.
(i nepatri do M (P)“).

4. V pripade, ze Agapr odpovie ANO, simuluje B podprogramom S
(obr. 4.18) konecnu pracu P pre i. Touto kone¢nou simulaciou B
zisti, ¢i P akceptuje ¢islo ¢, alebo nie a tento vysledok preberie
za svoj vlastny (obr. 4.18).

Na zaklade konstrukcie priamo vidime, ze B rozhodne spravne, ¢i ¢ patri
do M(P) alebo nie. Este musime overit, ¢i B pracuje vzdy len kone¢ne
dlho. Podla predpokladov je Agarr algoritmus, a preto Agapr odpovie
v konecnom d¢ase, to znamend, Ze v Casti Agapr sa nemdze B dostaf
do nekonec¢ného vypoctu. Takze B vzdy zastane, a teda B je algoritmus
na riesenie univerzalneho problému.

Prave sme ukézali, zZe UNIV je Tahsi alebo rovnako fazsi ako HALT.
Chceme ukéazat, ze oba problémy st rovnako tazké. Z tohto dévodu mu-
sime este ukazat aj obrateny vztah:

HALT <,y UNIV.

To znamen4, Ze na zéklade algoritmickej riesitelnosti UNIV chceme usudit
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P i
Prerob P na P’ D
tak, ze v P vSetky
odpovede NIE Algoritmus
zamei na C D rozhodne
odpovede ANO. ¢l P zastane
P’ nikdy neodpovie na vstupe ¢
NIE.

P i

AUNIV rozhodne,
¢i i patri do M(P") [Auniv

alebo nie
| |
ANO NfE
| |
ANO NIE
\ \
obr. 4.19

na algoritmicku riesitelnost HALT. Nech Aynyy je algoritmus, ktory roz-
hodne UNIV. Vytvorime algoritmus D pre problém HALT, ktory pre kazdy
vstup (P, ) pracuje nasledujico (obr. 4.19):

1. D odovzda P podprogramu C, ktory P prerobi na P’ nasledujicim
sposobom. C nédjde v P vSetky prikazy, ktorymi sa dava odpoved
LNIE“ a text ,NIE“ v nich nahradi textom ,ANO“. Takze P’ nikdy
nedé odpoved NIE a plati:

,Kazdy koneény vypocet P’ skoné s odpovedou ANO
a P’ akceptuje presne tie ¢isla 4, pre ktoré P pracoval
konecne dlho.“

2. D odovzda P’ a i algoritmu Aynry (obr. 4.19). Aynry rozhodne,
¢i i patri do M(P’) alebo nie.

3. D prevezme od Aynry odpoved ANO alebo NIE a vyhlasi ju za svo-
ju vlastna odpoved.

Uloha 4.15 Vysvetlite ¢o najpodrobnejsie, preco je D algoritmus na rieSenie
problému zastavenia.

Uloha 4.16 (tvrdy oriesok) Redukcia UNIV <aig HALT na obr. 4.18 a re-
dukcia HALT <43, UNIV (obr. 4.19) nevyzeraju rovnako. Casto uprednostiiu-
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jeme druh redukcie znazorneny na obr. 4.19, ktory zodpoveda typickej redukcii
v matematike. Vstup (pripad problému) (P,i) pre HALT zmenime na (P’,1)
pre UNIV tak, Ze rieSenie pre (P’,7) problému Aynry mozeme priamo prebrat,
ako riesenie pripadu problému (P, i) pre HALT. Schéma tejto redukcie je zobra-
zend na obr. 4.8 a obr. 4.19. Najdite podobne jednoducht redukciu na dokazanie
toho, ze UNIV <y4;, HALT. To znamen4, ze musite algoritmicky premenit vstup
(P, i) pripadu problému UNIV na vstup (P’,4) problému HALT takym sposo-
bom, ze budete moct priamo prebrat odpoved Aparr pre (P’, i) (rieSenie (P’,1)
pre problém zastavenia) ako rieSenie pipadu problému (P, %) pre UNIV.

Ukézali sme, ze vzhladom na algoritmickt rieSitelnost st univerzalny
problém a problém zastavenia rovnako tazké. To znamend, Ze bud st oba
problémy algoritmicky riesSitelné, alebo st oba algoritmicky neriesitelné.
Ako sme uz oznamili, madme v tmysle dokdzat ich neriesitelnost. Na to
staci ukazat, ze jeden z nich sa nedd vyriesit lahsie ako (N, M (DIAG)).
Ukazeme, ze
(N, M(DIAG)) <45, UNIV.

Predpokladajme, ze mame algoritmus Aynry na rieSenie UNIV a s jeho
pomocou vytvorime algoritmus Aprag na rozhodnutie (N, M (DIAG)). Al-
goritmus Apyaq pre kazdé prirodzené éislo i odpovie ANO v pripade, Ze i-
ty program P; neakceptuje ¢islo ¢ a odpovie NIE v pripade, ze P; akceptuje
¢islo i. Apiac pracuje pre kazdy vstup ¢ nasledujucim spdsobom:

1

{

Aprac

Agen vygeneruje A
-ty program P; gen akceptuje @
préave vtedy,
i P ked i-ty
! program P;
Aynrv rozhodne, ¢ i neakceptuje
patri do M (P;) alebo nie Ayniv cislo 4
il |
ANO NIE
N N
| |
ANO NIE
!
ANO NIE

obr. 4.20
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1. Apiag posle vstup ¢ podprogramu Age,,, ktory vytvori i-ty program
P; a da ho ako svoj vystup.

2. Apiag zoberie ¢ a P; a oba da ako vstup Aunrv. Aunty rozhodne,
& P; akceptuje ¢islo 4 (odpoved ,,ANO“), alebo ho neakceptuje (od-
poved ,NIE®).

3. Apiac odpovede Aynry navzajom vymeni. V pripade, Zze Ayniv
odpovedal ,ANO“ (i patri do M (P;)), potom i nepatri do M (DIAG)
a Apiac spréavne odpovie ,NIE“. V pripade, ze Aynry odpovedal
»NIE“ (i nepatri do M (F;)), potom i patri do M (DIAG) a Apiac
musi odpovedat ,ANO“.

Z opisu prace Apiac pre ¢ ihned vidime, Ze Apjag pracuje spravne,
ked pracuju spravne Aynty a Agen. To, Ze Aunty je algoritmus pre UNIV,
sme predpokladali v ramci redukcie. Ostava otazka, ¢i skutocne vieme
vytvorit algoritmus Age,, ktory pre ITubovolné ¢islo ¢ vytvori v konec-
nom case text i-teho programu P;. Ay, moze pracovat nasledujicim spo-
sobom. Vytvara po sebe iduce texty vzhladom na oéislovanie uvedené
na zaciatku kapitoly. Na kazdy text aplikuje kompilator, ktory preveri,
¢i text predstavuje alebo nepredstavuje program. Pritom si Ay, eviduje
pocet kladnych odpovedi. V okamihu, ked dosiahne i kladnych odpovedi,
vie, ze posledny vytvoreny program predstavuje i-ty program P;. Schéma
(vyvojovy diagram) programu Age, je na obr. 4.21.

Uloha 4.17 Vyuzitim redukcie (N, M (DIAG)) na HALT ukézte, Ze plati
(N, M(DIAG)) <40 HALT.

Uloha 4.18 Nech M (DIAG) je mnozina vsetkych prirodzenych &isiel takych,
ze P; akceptuje ¢islo i. Teda M (DIAG) obsahuje presne tie prirodzené ¢isla, ktoré
nie st v M (DIAG). Ukazte prostrednictvom redukcie, ze (N, M (DIAG)) <y
(N, M(DIAG)) a (N, M(DIAG)) <, (N, M(DIAG)).

Ukézali sme, ze rozhodovaci problém (N, M (DIAG)), univerzalny problém
UNIV a problém zastavenia HALT nie st algoritmicky riesitelné. Pritom
st problémy UNIV a HALT dolezité pri testovani programov, a teda
maju prakticky vyznam. Zial, informatici vedia dokazat aj tvrdenia, ktoré
nas sklamu, ze vsetky dolezité problémy testovania programov nie si
riesitelné. Je to dokonca také zlé, Ze ani nasledujica, na prvy pohlad
lahk4 tloha, nie je algoritmicky riesitelna.

Nech je fy funkcia na prirodzenych c¢islach, ktorej vysledok je 0 pre kazdy
vstup i. Takéto funkcie nazyvame konstantné funkcie, pretoze vysledok
je uplne nezavisly od vstupu (argumentov). Nasledujtci program
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Nacitaj ¢ do I

)

K«—0
TEXT «— "0"
I
/v
Vygeneruj text nasledujici
za TEXT a uloz ho do TEXT

Je TEXT NIE
program? Odpoved ziskame
kompildtorom

NIE

Vypis TEXT

obr. 4.21

0 Vystup « ,0¢
1 End,

ktory sa vobec na vstup i nepozrie (nepreéita ho), pocita funkciu fy. Na-
priek tomu, neexistuje algoritmus, ktory rozhodne, ¢i zadany program P
pocita funkciu fu7. Musime tomu rozumief tak, Ze v tomto rozhodova-
com probléme méZzeme dostat ako vstup aj velmi dlhé programy, ktoré
robia mnoho zbytocného alebo dokonca aj nezmyselného. Otazka ale je,
¢i na koniec neodpovedia predsa len spravny vysledok ,,0“.

Uloha 4.19 (tvrdy oriesok) Nech je My mnozina vSetkych programov P, ta-
kych, ze M(P) = . Inak povedané M, obsahuje vSetky programy, ktoré na kaz-
dy vstup odpovedia ,NIE“ (,,0), alebo po¢itaji nekone¢ne dlho. Dokazte, Ze nie

"Teda rovnaki, ako predtym uvedeny program.
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je algoritmicky rozhodnutelné, ¢i dany program patri alebo nepatri do My (teda,
¢i dany program neakceptuje ziaden vstup).

V tejto kapitole sme sa naudili nie¢o dolezité. Otdzky ohladom syntaxe
a problémy typu ,Je dany text programom?“ siu algoritmicky riesitelné.
Pre dané prirodzené ¢islo ¢ dokonca vieme skon§truovat program P;. Otadz-
ky ohladom sémantiky, zistujice vyznam a sprdvnost programov si algo-
ritmicky neriesitelné.

4.5 Zhrnutie alebo ¢o z toho, ¢o sme objavili,
bolo najdolezitejsie?

Zmarili sme nadej zo zaciatku dvadsiateho storocia, ze sa vSetko da auto-
matizovat. Zistili sme, Ze existuji problémy, ktoré sa nedaji riesit pomo-
cou strojov pracujucich na zdklade algoritmov. Toto tvrdenie plati neza-
visle od sticasnych alebo buditcich pocitacovych technoldégii.

K algoritmicky nerieSitelnym problémom patria mnohé tilohy z praxe, ako
napriklad:

e Je program korektny (pocita to, na ¢o bol vyvinuty)?

e Vykonéva program nekoneény vypocet (nekoneéné opakovanie cyk-
lu)?

V informatike vznikaju velké vyskumné timy, ktoré nerobia nié¢ iné, len
sktimaji moznosti testovania programov®. Ukazuje sa, zial, Ze aj velmi
jednoduché ulohy testovania programov, ako napriklad ,Pocita program
konstantni funkciu?“ si algoritmicky neriesitelné. Vyskumnici v tejto
oblasti st radi, ked st schopni vytvorif programy na testovanie aspon
CiastoCnej spravnosti programov. Pritom ide o testovanie obmedzenych
programov, ktoré si Specidlnym sposobom reprezentované, alebo o ,vy-
chytanie“ typickych programatorskych chyb bez akejkolvek zaruky, ze ob-
javime vsetky chyby.

Pri algoritmickych tlohach alebo programoch rozlisujeme syntaktické a sé-
mantické problémy. Syntaktické tlohy sa zaoberaju formélnou spravnos-
tou zapisu programov v danom programovacom jazyku a vicSinou su
algoritmicky riesitelné. Sémantické otazky sa zaoberaju vyznamom prog-
ramu. Napriklad:

8To potvrdzuje dolezitost testovania programov v praxi.
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e ,Co pocita dany program?“
e _Riesi vytvoreny program dany problém?“
e Skond¢i program pre zadany vstup?“

Vsetky netrividlne sémantické problémy tykajiice sa programov su algo-
ritmicky neriesitelné.

Aby sme ziskali tieto vedomosti, naudili sme sa dve metédy pouzivané
na vyskum a dokazovanie. Prva z nich bola metéda diagonalizacie, ktort
sme vyuzili uz pri skiimani nekonec¢nosti. Touto metédou sme ukazali,
Ze je viac problémov ako programov, a preto musia existovat problémy,
ktoré s algoritmicky nerieSitelné. N&s prvy algoritmicky nerieSitelny prob-
lém bol rozhodovaci problém (N, M (DIAG)), teda rozhodnutie prislus-
nosti k mnozine tvorenej prvkami na uhlopriecke (diagonale). Na rozsi-
renie algoritmickej neriesitelnosti na dalsie problémy sme pouzili metédu
redukcie. Vyuzivala sa uz dlho na dosiahnutie pozitivneho ciela, prenasa-
nie riesitelnosti tloh na dalSie tilohy. Hlavnou myslienkou je, Ze

problém P nie je fazsi ako problém P, P; <4 P,

ked pomocou algoritmu na rieSenie Py vieme vytvorit aj algoritmus na rie-
Senie P;. Vtedy hovorime, ze P; je redukovatelny na P;.

V pozitivnom smere potom P; <y, I%» implikuje vysledok, Ze z algo-
ritmickej riesitelnosti Py vyplyva algoritmické riesitelnost P;. V negativ-
nom smere, ktory sme pouZili, znamend P, <y, P, Ze z algoritmickej
neriesitelnosti P; vyplyva algoritmickd neriesitelnost P». Metédu reduk-
cie sme pouzivali v negativnom zmysle, z algoritmicke]j neriesitelnosti (N,
M (DIAG)) sme ukazali algoritmick neriesitelnost problému zastavenia
a univerzalneho problému.

Navody riesenia vybranych tloh

Uloha 4.3 Realnych éisiel s koneénou reprezentaciou je presne IN|. Vieme,
ze IN| -2 = |N] a aj, ze |[N| - |N| = |N|. Pretoze plati |R| > |N|, znamend to
tiez, ze

IR| > |N| - NJ.
Z tohto dovodu, je jasné, ze pocet redlnych cisiel s kone¢nou reprezentaciou tvori
iba nekonec¢ne mensi zlomok mnoziny vsetkych redlnych cisiel.

Uloha 4.6 Prvych 17 miest binadrnej reprezenticie QUAD mézeme znézornit
najlepsie v nasledujicej tabulke.
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01234
1

9 10 11 12 13 14 15 16 17
QUAD|[1 1 0 0 1

56 7 8
0000 0O 0 0 00O 0 1 0
Uvedent tabulku moézete rozsirit na Ilubovolne vela miest.

Uloha 4.7 Prvych 10 pozicii DIAG pre hypoteticka tabulku na obr. 4.7 je

DIAG = 0101000011.

Uloha 4.8 Chceme ukazaf, ze

M(2-DIAG) = mnozina vSetkych parnych ¢&isiel 24, takych, ze 2i
nepatri do M (P;)

je nerozpoznatelnd. Hlavna myslienka je velmi podobné diagonalizacii na obr. 4.3.
Vytvorime 2-DIAG tak, Ze sa bude odliSovat od kazdého riadka tabulky. Jediny
rozdiel oproti DIAG je, Ze 2-DIAG sa lisi od i-teho riadka na mieste 2i (namiesto
i-teho, ako je to v DIAG). Najlepsie to moZeme znézornit nasledujicou tabulkou
na obr. 4.22.

o 1] 2345|678 |9]10]11]12
MP) [[o]]o] 1t [1] o1l 1fo] 1|11 ]1]o0
M(P) | 1|0 1{ojojo|ol1|o|1|1]o0O
M(P) | 1 |1] 1 |1 11 ]1]l0]0o]o0]1]o0
M@P) [ 0 |10 1|0 |o|[o]Jfo] 1 |1]1]0]o0O
MP) | 1|0l 1 ]o]1]0o|1]o0 0| 1]0]1
M@P5) [ 0 |10 1|1 ]olo 1|0 |1|[0o]|1]1
M(Ps) | 0 o[ o0 folofolo|o|o|o]|]o0]|o0][0]
obr. 4.22

Pozicie v raméeku oznac¢uju priesecnik i-teho riadka a 2i-teho stipca, to znamena
pozicie, v ktorych sa 2-DIAG odlisuje od jednotlivych riadkov tabulky. Teda
prvych 13 pozicii 2-DIAG je uvedenych v tabulke na obr. 4.22:

2-DIAG = 1000001000101 ...

Vidime, Ze na kazdej neparnej pozicii st v 2-DIAG nuly, ktoré nezohravaju
pri rozpoznatelnosti 2-DIAG nijak tlohu. Podéiarknuté parne pozicie (za¢iname
nultou poziciou) zodpovedaji ordméekovanym pozicidm na obr. 4.22. Takze 1
na zaciatku zarucuje, ze 2-DIAG nelezi v nultom riadku, 0 na druhej pozicii
zarucuje, ze 2-DIAG nelez{ v prvom riadku, atd. Jednotka na 12. pozicii v 2-
DIAG zarucuje, ze 2-DIAG nelezi v Siestom riadku tabulky.

Uloha 4.17 Mame ukézaf, 7e s hypotetickym algoritmom Agarr pre HALT sa
d4 rozpoznat diagondlna mnozina M (DIAG). Za¢neme podobne ako na obr. 4.20
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pri redukeii (N, M (DIAG)) <4;y UNIV. Pre zadané ¢islo ¢ musime rozhodnut,
¢i i € M(DIAG), to znamen4, ¢ P, neakceptuje ¢islo i. Takze najprv prostred-
nictvom Age,, vytvorime program F; a algoritmom Aparr sa spytame, ¢i sa P;
pre vstup ¢ zastavi alebo nezastavi (obr. 4.23).

7

! Aprac
Agen generuje A
i-ty program P; gen akceptuje ¢
préave vtedy,
i P, ked i-ty
program P,
Ap arr rozhodne, ¢i neakceptuje
P, zastane na i alebo nie Anarr cislo 4
]
ANO
2
Simuluj kone¢ny
NIE | vypocet P na i S
r | .
neakceptuj akceptuj
ANO NIE
v v
obr. 4.23

Ked sa P; pre vstup i nezastavi, potom ¢ nepatri do M (FP;) a s istotou vieme,
7e i ¢ M(P;) (P; neakceptuje i), spravna odpoved je teda ANO (i € M (DIAG)).
Ked sa P; pre i zastavi, potom postupujeme podobne ako na obr. 4.18. Simulu-
jeme vypocet P; pre vstup 4 a upravime vysledok simulécie. Ked P; neakceptuje
i, akceptujeme i. Ked P; akceptuje i, neakceptujeme ¢islo i (obr. 4.23).
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Kapitola 5

Tedria zloZitosti alebo ¢o modZeme robit,
ked na vypodet nestadi energia celého
vesmiru?

5.1 Nie je rieSitelné ako rieSitelné alebo tvod
do tedrie zlozitosti

V kapitole 4 sme zistili, ze st zaujimavé ulohy, ktoré algoritmicky ne-
vieme riesif. Dokonca sme sa naucili, ako sa d& ukézaf, Ze niektoré prob-
lémy st v algoritmickom zmysle neriesitelné. Na zaciatku Sestdesiatych
rokov dominovala v zdkladnom vyskume klasifikdcia (rozdelenie) algorit-
mickych problémov na algoritmicky riesitelné a algoritmicky neriesitelné.
Situacia sa postupne menila s Coraz Sir$im nasadenim pocitacov v ci-
vilnych oblastiach. Stale Castejsie sa pocitace pouzivali na planovanie,
optimalizaciu pracovnych procesov a simulovanie drahych vyskumnych
experimentov. Prvi programéatori a navrhari algoritmov museli ¢elit tvr-
dej realite. Napisali programy, zadali ich do pocitaca a vSetci v miestnosti
sa potili, pretoze pocita¢ sa v pravom zmysle slova zahrieval a chladenie
bolo v tych ¢asoch problém. Len vysledkov sa nie a nie doc¢kat. Na po-
¢itacoch sa musela ¢asto robif udrzbal, a tak sa dalo poéitat len medzi
dvoma Udrzbami. Tento ¢as nestacil na tspesné dokoncenie vypoctov.

Inezriedka aj denne
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Informatici nedokdzali vyriesit predkladané tlohy napriek tomu, Ze tieto
boli o¢ividne algoritmicky riesitelné. Vyvinuli predsa algoritmy na rieSenie
zadanych tloh, ktoré premenili na programy. Boli potrebné predpovede,
kolko ¢asu budu algoritmy vyzadovat na pracu. Tak prisiel na rad opéit
najdolezitejsi proces - tvorba pojmov. Vznikli pojmy vypoctova zlozi-
tost a v ur¢itom zmysle aj zlozitost algoritmickych problémov. Coskoro
sme rozpoznali, ¢o znamené pocitat efektivne. Mnohé algoritmy sa ne-
dali pouzif a to nie preto, Ze na vypocitanie vysledku nestacilo zopar
dni. Na uskutocnenie vypoctu by ndm nestacili ani miliardy rokov. Takze
takéto algoritmy neboli prakticky pouzitelné. Niekto by mohol povedat:
,V poriadku, podme hladat teda pre dané problémy efektivnejsie algo-
ritmy.“ LenZze mame stovky problémov (tloh), pre ktoré sa aj napriek
velkej vynaloZenej ndmahe nepodarilo ndjst efektivne algoritmy. Opit sa
vynaraju principialne otazky:

Je to len nasa neschopnost a nedostatok vedomosti o algorit-
mike, pre ktori nevieme ndjst efektivny sposob rieSenia nie-
ktorych problémov?

Alebo existuji algoritmicky riesitelné problémy, na ktorych
rieSenie nie je efektivny algoritmus (existuji problémy, ktoré
nie su prakticky riesitelné napriek tomu, Ze siu algoritmicky
riesitelné)?

Tieto otazky viedli k rozvoju tedrie zlozitosti, ktord sa v prvom rade
pokitSa merat stupen obtaznosti algoritmickych tloh vzhladom na ich
vypoctovi zlozitost. Jej hlavnym cielom je rozdelenie algoritmicky rie-
sitelnych dloh na prakticky (efektivne) riesitelné a na prakticky neriesi-
telné. Tedria zlozitosti ukazuje, Ze st problémy, pri ktorych by nestadila
na vypocet ich rieSenia (na uskutoc¢nenie potrebnych vypoctov) ani celd
energia vesmiru.

Algoritmicky (automaticky) riesitelné neznamend teda este prak-
ticky riesitelné.

Rozpoznat, ¢o je prakticky riesitelné a vyvoj efektivnych algoritmov, je
dodnes najtazsie a najdolezitejsie jadro vyskumu v teoretickej informa-
tike.

Dokazy a argumentécia st v tejto oblasti ¢asto také obtazné, Ze vSetko,
s ¢im sme sa doteraz oboznémili, je oproti tomu ako detské hra. Preto sa
nepokusime v tejto kapitole uviest podrobne technické detaily. Nastastie
ich nepotrebujeme na pochopenie divov, ktoré predstavime neskorsie. Je-
diné, ¢o k tomu budeme potrebovat, je pochopit jednotlivé koncepty a vy-
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dobytky tedrie zlozitosti a schopnost spravne si vysvetlif ich vyznam.
Tomuto cielu sa venuje tato kapitola.

5.2 Ako meriame zloZitost vypodétov?

Pojem zlozitosti v zmysle mnozstva vypoctovej prace je pre vypoctové
vedy centralny a v rebricku délezitosti informatickych pojmov urcite na-
sleduje hned po uz skor zavedenych pojmoch, akymi st program a algo-
ritmus. Ked postupujeme matematicky (presne), mali by sme sa najprv
dohodnuf na matematickom modeli algoritmov, a potom moéZzeme me-
rat vynalozeni vypoctovi pracu, ako pocet vykonanych operécii v tomto
modeli. Nagtastie je presny sposob merania zlozitosti zvi¢sa potrebny len
pri odvodeni kvantitativnych zakonov spracovania informacii, ktorym sa
tu nebudeme zaoberaf kvoli vysokému stupiiu obtaznosti. Pri beznej préci
(ndvrhu a implementécii) algoritmov ndm ¢asto staci nasledujtci jedno-
duchy spbsob merania zlozitosti, ktorym vo vécsine pripadov dostaneme
vierohodné vysledky.

Ako sa dé jednoducho merat zlozitost algoritmu? Nech je A algoritmus
na rieSenie nejakého problému (tlohy) U. Najprv musime povedat, ¢o je
to zlozitost A pre pripad I problému U?. Najjednoduchsi spésob merania
je definovat zloZitost algoritmu A pre pripad I problému U ako

pocet vykonangch operdcii pocitaca pri vypocte A na I.

Pretoze predpokladédme, ze sa operéacie vykonavaju jedna po druhej, hovo-
rime presnejsie o ¢asovej zloZitosti algoritmu A pre pripad I. Kedze
casova zlozitost je pre nas najdélezitejSou mierou na meranie a postudenie
efektivnosti algoritmov, ¢asto pre nu pouzivame len skratené oznacenie
zlozitost. Druhou najdoleZitejsou mierou zloZitosti je pre nas pamitova
zloZitost algoritmu A pre pripad I, ktora oznacuje

pocet pouZitych premennych, teda pocet pamditovych miest (re-
gistrov) pri vypocte A na I

Vsimnime si napriklad tlohu vypocitat hodnotu kvadratického polynému
a -2 +b-x+c

pre zadané cisla
a=3,b=4, c=bax="T.

2Informatici pouZivaji termin indtancia problému.
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Naivny algoritmus moze pocitat nasledovne:
L—b-x

{vynésob b s x a vysledok uloz do premennej (na pamitové miesto,
ktorého meno je) L}

X—z-x
Y—a-X
{teraz je v Y ulozen4 hodnota az?}
D~ L+c
{teraz je v D ulozend hodnota b - x + ¢}
R—Y+D
{teraz je v R ulozeny vysledok az? + bz + c}

Hned vidime, Ze pre zadané ¢isla a, b, ¢ a x sa zrealizuje nasledujtcich pit
aritmetickych operacii.

box—L z-2—X a-X-—=Y L+c—D Y+D—R
4.7=28 T7-7=49 3-49=147 28+5=33 147+ 33 =180

Takze casova zlozitost A pre I = (a = 3,b = 4,¢ = 5, = 7) je presne
5. Ked sa stustredime na pamétanie si hodnot pre a,b,c,z,1,X,Y,D a R,
vidime, Ze paméitova zloZitost je presne 9. V&imnite si, Ze konkrétne hod-
noty premennych a,b,c a x nemali vplyv na zlozitost algoritmu. Preto
hovorime, Ze ¢asova zlozitost A je presne 5 pre kazdy pripad problému
(pre kazdy kvadraticky polyném).

Uloha 5.1 Zapiste algoritmus A v programovacom jazyku z 2. kapitoly, ktory
poskytuje iba jednoduché strojové instrukcie. Myslite aj na nacitanie hodnét
pre a, b, c a x.

a) Ak4 je Casova zlozitost A v tejto konkrétnej implementacii?
b) Ste schopni prepisat program tak, aby ste v 1iom pouzili menej ako 9
registrov?

Postup algoritmu A mézeme znazornit aj nasledovnou reprezentaciou po-
lynému:
a-x-r+b-x+c.
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Hned vidime tri ndsobenia a dve s¢itania, ktoré musime vykonat. Poku-
sime sa algoritmus vylepsit. Podla zndmeho distributivneho zékona plati

a-x-x+b-x=(a-x+b)-

s jeho pomocou dostaneme nasledujicu reprezentaciu kvadratického po-
lynému:
ar® +bx+c=(ax+b) -z +c.

V novej reprezentacii musime vykonat len dve nésobenia a dve s¢itania,
takze zlozitost vysledného vylepSeného algoritmu je 4.

Uloha 5.2 Uvazujeme polyném $tvrtého stupia:
f(x):a4-x4+a3-m3+a2-x2+a1-ac—i—ao .

Vysvetlite, ako sa d4 vypocéitat hodnota polynému len s pouzitim $tyroch néso-
beni a styroch scitani.

Uloha 5.3 (tvrdy orie$ok) Navrhnite algoritmus, ktory spocita pre zadané
hodnoty ag,...,a, a x, hodnotu kazdého polynému n-tého stupna

p 2"+ ap1-2" V4. +as-2?+ay-x+ao
s pouzitim najviac n nasobeni a n scitani.
Vidime, Ze mnoZstvo préace, ktortt musime vykonat, zévisi od nasej Sikov-

nosti pri navrhu algoritmu. Este presvedcivejsim prikladom je vypocet
hodnoty z'6 pre dané z. Ked rozpiseme z'6 ako

vidime, Ze na vypocet hodnoty x'% tymto spésobom potrebujeme 15 ope-
racii. Nasledujice vyjadrenie:

£ = (()))?
nam dava efektivnejsiu metédu

?=x-x at=22.22 2¥=22% 210=28.28

L~—x-2z L<+—L-L L—L-L L—L-L

vipocétu x'6, ktorej stacia len 4 nasobenia.
Uloha 5.4 Vypoditajte:

a) 2% s 3 nasobeniami,
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b) x% so 6 ndsobeniami,
c) x'% s 5 nasobeniami,
d) 2% s 8 nasobeniami.

D4 sa spocitat 245 s menej ako 8 nasobeniami?

Ale situéacia, ktora bola pri vypocte hodnoty kvadratického polynému,
7e zlozitost je rovnakd pre kazdy pripad polynému, je dost netypicka.
Nastala preto, lebo problém je jednoduchy a v urcitom zmysle sme me-
rali velmi hrubo. Nage meranie zlozitosti je v poriadku, v pripade ked si
vSetky vstupné hodnoty a, b, c a x ¢isla, z ktorych sa kazdé da bez prob-
lémov zapamitat v jednom 16 alebo 32 bitovom registri. Co sa ale stane,
ak maja ¢isla velkost niekolko sto bitov? V takom pripade nemdZzeme
povazovat mnozstvo prace na vykonanie aritmetickej operacie s obrov-
skym cislom za také isté, aké st nevyhnutné na vykonanie operacie so 16-
bitovym ¢islom, ktora je k dispozicii v hardvéri pocitaca. V niektorych
aplikaciach sa naozaj pouzivaju také velké ¢isla, vtedy je nevyhnutné na-
pisaf program, ktory pocita operacie s velkymi ¢islami a vyuziva pri tom
len operacie s ¢islami beznej velkosti, ktoré st k dispozicii. Citatela nebu-
deme zatazovat tymto technickym problémom a budeme predpokladat,
ze naSe ¢isla neprekroc¢ia rozumnt velkost. Na zdklade takéhoto predpo-
kladu budeme merat ¢asovt zloZitost ako pocet aritmetickych operéacii,
operacii porovnavania a podobnych zakladnych operacii pocitaca alebo
programovacieho jazyka.

Aj pri takomto predpoklade nie je typické, ze algoritmus pre vSetky vstupy
(pripady problému) vyzaduje stale rovnaké mnozstvo prace. Ked méame
utriedit podla abecedy telefénny zoznam obce s 3000 obyvatelmi a mesta
s 500 000 obyvatelmi, bude mnozZstvo prace o¢ividne velmi rézne. To nie je
nic¢ prekvapujuce, ale dostavame sa tym k jadru veci. Ocakavame, ze zlo-
zitost bude zavisiet od velkosti vstupu. Co je to velkost vstupu, lepsie
povedané ako ju meriame, je na nas. Pri triedeni to méze byt napriklad
pocet (3000 alebo 500 000 mien obyvatelov) objektov, ktoré mame uspo-
riadat. Pri vypoc¢te hodnoty lubovolného polynému, moézeme brat ako vel-
kost vstupu stuperi polynému (teda maximalny mozny pocet koeficientov
minus 1). V tomto pripade je polyném

anx™ 4 ap12" V. 4 asz® + a1z + ag
reprezentovany ako vstup n + 2 ¢islami
(an) ap—1,an—2,...,02,041, a0, CC)

a povieme, Ze tento pripad problému mé velkost n. Naivny algoritmus A
pocita hodnotu polynému stupna n nasledujicim spdésobom:
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Tz =12 z-z? =2 v gVl =gn
—_—— —_— —_—
1.nésobenie 2. nasobenie (n—1)-vé nasobenie

al'x a2.x2 oo an.xn
~—— ~— ~——

n-té nasobenie  (n+1)-vé nasobenie (2n—1)-vé néasobenie

a potom
ao + azx + e + anx"
1. s¢itanie 2. s¢itanie n-té sc¢itanie

Takze casova zlozitost A je funkcia

Caspg(n)=2n—1+ n_ =3n-1.

nasobeni  scitani

Teda ¢asova zlozitost Cas A algoritmu A je

funkcia velkosti vstupu, ktord urcuje pocet Casa(n) operdcii
algoritmu A nevyhnutnych a postacujucich na vyrieSenie kaz-
dého pripadu problému velkosti n.

Moze sa stat, ze rozne vstupy rovnakej velkosti vyzaduju rozne néaklady.
V takom pripade zoberieme Cas4(n) ako ¢asovii zlozitost na najtazsom
vstupe velkosti n, teda ako maximum zlozitosti A pre vSetky vstupy vel-
kosti n. A sme v suchu, a preto sa pre tito definiciu rozhodli aj vyskum-
nici. Takto mame hodnotou Cas(n) zarudené, Ze algoritmus A Gspesne
zvladne vyriesit pomocou Casa(n) operécii kazdy pripad problému vel-
kosti n, a Ze existuje aspon jeden vstup velkosti n, pre ktory A vykond
presne Cas(n) operacii.

5.3 Naco slazi meranie zlozitosti algoritmov?

Rovnako ako aj v inych vedeckych disciplinach sltzia nadobudnuté ve-
domosti aj na predpovedanie vyvoja v roznych situaciach a ¢innostiach,
ktoré nas zaujimaju. Ked prostrednictvom takzvanej analyzy zlozitosti
uréime casovu zlozitost algoritmu, vieme pre zadané pripady problému
vopred odhadnit ¢as prace algoritmu bez toho, aby sme ho nechali na
nich vykonévat. Okrem toho takymto sposobom moézeme porovnévat, aké
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st dobré (efektivne) dva alebo aj viac algoritmov pre ta istu tlohu. Vié-
Sinou to robime tak, Ze si nakreslime ich funkcie zlozitosti (¢asovej alebo
pamétovej).

60 ~

40

lozitost

casova z
DO
o
|

vel'kost vstupu

obr. 5.1

Na obr. 5.1 sti v stiradnicovej stistave nakreslené dve funkcie 3n — 2 a n2.

Na x-ovej osi je velkost vstupu a na y-ovej osi analyzované ¢asova zlo-
zitost. Thned vidime, Ze pre vSetky vstupy viicsie ako 3, je algoritmus
s Gasovou zlozitostou 3n — 2 efektivnejsi ako algoritmus so zloZitostou n?.

Vypoctom Tahko dokdzeme, Ze
3n—2 < n?

je pre vSetky prirodzené cisla vicsie ako 2.

Pozrime sa na iny priklad. Nech st A a B dva algoritmy pre problém U,

pre ktoré
Cas4(n) = 2n?* a Casp(n) = 40n + 7000 .

PretoZe linedrne funkcie ako Casp(n) rastti pomalsie ako kvadratické fun-
kcie akou je Cas4(n), natiska sa otdzka, od akej velkosti vstupu je pre nas
vyhodnej$i algoritmus B ako algoritmus A. Odpovieme vypocétom. Otazka
je teda, pre aké kladné celé cislo plati

2n? > 40n + 7000.

Tato otazka je ekvivalentna s otazkou (od oboch stran odpocitame celé
¢islo 40n + 7000), ked plati

2n? — 40n — 7000 > 0.
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Ked nerovnicu vydelime 2 (obe strany zmensime na polovicu), dostaneme
n? —20n — 3500 >0 . (5.1)

Teraz mozeme zndmou metdédou rieSenia kvadratickych rovnic ndjst rie-
Senia rovnice n? — 20n — 3500 = 0, alebo si jednoducho vSimneme, Ze

(n + 50) - (n — 70) = n? — 20n — 3500 .

V oboch pripadoch dostaneme riesenia (takzvané korene) —50 a 70 a vi-
dime, ze (5.1) plati pre n < —50 a n > 70. PretoZze nas zaujimaja len
kladné celé ¢isla, skonc¢ime s vysledkom:

(i) B je vyhodnejsi ako A pre pripady problémov, ktoré su vicsie ako
70.

(ii) A a B st rovnako dobré pre vstupy velkosti n = 70.
(iii) A je priaznivejsi ako B pre vstupy velkosti 1 az 69.

Uloha 5.5 Uvazujte nad tromi algoritmami A, B a C, ktoré riesia rovnaki
tilohu. Nech st Casa(n) = n?/2 + 1, Casg(n) = n? + 7 a Casc(n) = 5n + 140.
Poktste sa zistit vypo¢tom a nacrtnutim grafu funkcii, ktory z uvedenych troch
algoritmov je najlepsi, pre ktoré velkosti vstupov.

Iny druh otédzok je nasledujici. Pouzivatel vie celkom presne, Ze na vy-
sledok moze ¢akat najviac uréity ¢as. Pre interaktivnu aplikdciu moze
byt hranica uz kratkych 10s. Ked mame dobry pocitac, ktory je schopny
vykonat za sekundu 10° operécii, mdzeme vykonaf vypocéty vyzadujtce
najviac 10 - 10° = 100 operacii. Pouzivatelovi pontikneme algoritmus
so zlozitostou 5n3. On si spoéita:

53 < 1019 |:5
nd < 2-10° | ¢/ oboch stran
n < 1250

Pouzivatel tymto vie, Ze algoritmus moze Gspesne pouzit na vstupy vel-
kosti do 1250. Pouzivatel zvycajne vie vstupy akych velkosti sa typicky
vyskytuji a méze sa hned rozhodnut, ¢i neché algoritmus implementovat,
alebo bude pozadovat rychlejsi algoritmus.

Teraz predpokladajme, ze mame optimaliza¢ni tilohu, pri ktorej méame
vybrat najlepsie z velkého mnozstva rieSeni. Pritom ide o velké investicie,
ako napriklad vystavba cestnej alebo zelezni¢nej siete, alebo o umiestne-
nie vysielacov na nejakom tizemi. PretoZe sa chceme dobre rozhodnut, sme
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ochotni venovat vypoctu vela ¢asu a pouzit draht vypoctovu techniku.
Takymto spdsobom prideme velmi rychlo na hranice uskuto¢nitelného,
povedzme 10'6 operécii. Vizualne si hranicu mézeme znéazornif vodorov-
nou priamkou y = 10'6 ako na obr. 5.2. Tam, kde dosiahne ¢asova zlo-
zitost Casz(n) algoritmu A na$u hranicu, mozeme na x-ovej osi precitat
velkost vstupu n4. Takto vieme, pre ktoré velkosti vstupov je pouzitelny
algoritmus A a pretoZe je znama velkost zadaného problému, ihned vieme
aj rozhodnut, ¢ je algoritmus pre nas vhodny.

10| Casa(n) Casp(n) / Casc(n) /

I
1
f
Il

loZitost

c¢asova 7

na np nc

obr. 5.2

Aby sme si ukézali dolezitost efektivnosti algoritmu, analyzujeme situdciu
v pripade niekolkych ¢asovych funkcii. Nech Casa(n) = 3n — 2. Potom
vypocitame:

3n—2 < 106 | + 2 k obom strandm
3n < 10642 | vydelime 3
n < 1(10'0 +2) = ny.

Vidime, Ze o takom velkom vstupe neuvazujeme, teda algoritmus A mo-
zeme vzdy pouzit. Pre algoritmus B so zlozitostou Casg(n) = n* dosta-
neme:

< 10'6 | &/ oboch stran

< (10914 =10* =10000.

Takze B je pouzitelny pre vstupy do velkosti np = 10000. PretozZe typicky
velkost vstupu pre vii¢sinu (ale nie vSetky) vstupy nedosiahne np, B sa
da povazovat za dobry algoritmus.
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Zoberme, 7e plati Casc(n) = 10". Potom to vyzera nasledovne

10™
n

106 | logig oboch stran
16,

IN A

¢o je zlé. Napriek obrovskému poctu operacii, ktory mame k dispozicii,

vieme tilohu vyrie$it len pre malé pripady. Ked si v§imneme exponencialnu
funkciu f(n) = 2", vidime, zZe

n+1l __ n

2 =2-.2"

takze zvic¢senie velkosti vstupu o 1 m4 za néasledok zdvojnasobenie vypodc-

tovych nékladov. Z toho moézeme usudit, Ze algoritmy s exponencidlnou
¢asovou zlozitostou maja len velmi obmedzené pouzitie.

Uloha 5.6 Predpokladajme, Ze informatici vylepsili algoritmus C' so zloZitostou
rozsah problémov, ktoré mozeme spracovat, ked analyzujeme ¢asovi hranicu
10167

Uloha 5.7 Predpokladajme, ze mame k dispozicii poéitaé, ktory vie vykonat
10° operécii za sekundu. Poéet sektind, ktoré uplynuli od velkého tresku je mensi
ako 10'®. Sme pripraveni ¢akat 10'® sektind. Aké velké problémy vieme spracovat
algoritmom A, ked

(i) Casa(n)=10-n27?
(i) Casa(n)=50-n37?
(iii) Casa(n)=2"7
(iv)* Casa(n)=n!=n-nn—-1)-(n—2)-...-2-17 (tvrdy oriesok)

5.4 Hranice praktickej rieSitelnosti

V predchédzajicej ¢asti sme videli, ako vplyva ¢asovéa zlozitost algoritmov
na ich pouzitelnost. Nas ciel je ale trocha naro¢nejsi. Chceme merat ob-
taznost algoritmickych problémov, aby sme vedeli rozhodnut, ¢ sa alebo
nie st prakticky riesSitelné. Na jednej strane sa zd4, Ze cesta od merania
zlozitosti algoritmov k meraniu zlozitosti problémov bude kratka a jasna.
Pontka sa nasledujtuca definicia:

Zlozitost problému U je zloZitost najlepsieho (optimdlneho vzhla-
dom na casovi zloZitost) algoritmu pre U.
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Hoci definicia vyzera rozumne, nie je vSeobecne pozitelna. Vyskumnici
ukézali, Ze st tlohy, pre ktoré sa nedé urcit najlepsi algoritmus. Pre taktto
tilohu U sa da kazdy algoritmus pre U podstatne?® vylepsit.

PretoZze vo vSeobecnosti sa nedé zlozitost kazdého problému U identifi-
kovat s (najlep$im) algoritmom pre U, hovorime v informatike o hornom
a dolnom odhade zlozitosti problému.

Definicia 5.1 Nech je U problém a nech A je algoritmus, ktory riesi U.
Potom hovorime, Ze ¢asova zlozitost Casa(n) algoritmu A je hornym
odhadom c¢asovej zlozitosti pre U. O funkcii f hovorime, ze f(n) je
dolnym odhadom ¢asovej zloZitosti pre U, ked neexistuje algoritmus
B pre U, pre ktory

Casg(n) < f(n)
pre skoro vietky? n.

Této definicia obtaznosti problémov stac¢i na objavenie niektorych déle-
zitych skutoc¢nosti. Napriklad, ze existuju Tubovolne tazké algoritmické
problémy. Presnejsie povedané, pre lubovolne rychlo rasticu funkciu ako
napriklad 27, n!, ba aj 22" sa daju najst problémy, ktoré su riesitelné
s takouto zlozitostou, ale s mensou nie. Takéto extrémne tazké (prak-
ticky neriesitelné) problémy sa nasli ndroénym pouzitim diagonalizacne;
metddy, teda vicsinou su to umelo vytvorené problémy.

Pre praktické problémy je urcenie zlozitosti ovela zlozitejsie. Pozname
tisice uloh s exponencidlnymi hornymi odhadmi, napriklad 2" (lebo naj-
lepSie zname algoritmy na ich riesenie potrebuju obrovské mnozstvo po-
¢itacovej prace). Na druhej strane nie sme schopni ukazat, ze poziadavky
na vypoctovu zlozitost ich rieSenia su vyssie ako linedrne (teda nemame
dolny odhad tvaru napr. n - log n alebo n?). Inymi slovami, mdme hibu
problémov s obrovskou medzerou medzi ich dolnym c¢-n a hornym odha-
dom ako 2™ a nie sme schopni ich zlozitost urcit presnejsie. Informatici
a matematici maju za sebou vySe Styridsat rokov neuspesnych pokusov,
pri¢om problém je o¢ividne v obtaznosti uréit dolny odhad zlozitosti kon-
krétnych uloh.

Dnes povazujeme dbdkaz dolného odhadu, a tym aj neexistencie efektiv-
neho algoritmu, za najtvrdsie jadro celej informatiky. Je dokézané, Ze nie-
ktoré dolné odhady, ktoré by sme si Zelali vediet sa dneSnymi matematic-
kymi metédami ani nedaju dokdzat. Teda je potrebny podstatny pokrok

3pre nekoneéne vela, vstupov
4pre vietky az na konecne vela
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v rozvoji metéd dokazovania v matematike, aby sme vedeli presnejsie
urcit vyssie dolné odhady zlozitosti konkrétnych algoritmickych tloh.

Vyskum zlozitosti algoritmov a problémov nastolilo novii a v stcasnosti
hlavnt otazku algoritmiky:

Ktoré algoritmické problémy su prakticky riesitelné?
Kde su hranice algoritmickej riesitelnosti?

Ked sa pozrieme na naSe skimanie v ¢asti 5.3 a tabulku 5.1, vidime, Ze
exponencidlne algoritmy v nijakom pripade neméZzeme oznadit ako prak-
tické. V tabulke 5.1 uvadzame pocet operécii pre 5 funkci uréujicich
zlozitost 10m, 2n2, n3, 2" a n! a pre vstupy 4 velkosti 10, 50, 100 a 200.

n 10 50 100 300
f(n)
10n 100 500 1000 3000
2n? 200 5000 20000 180000
n3 1000 125000 1000000 27000000
2" 1024 16 cifier 31 cifier 91 cifier
n! | ~3.6-10% 65 cifier 158 cifier 615 cifier

Tabulka 5.1

Ked je pocet operacii privelky, piSeme namiesto ¢isla len pocet jeho desiat-
kovych cifier. Okamzite vidime, Ze exponencidlne rychlo rastice funkcie
zlozitosti ako 2™ a n! st prakticky nepouzitelné uz pre vstupy malého
rozsahu nad 50.

Po mnohych rokoch uvazovania sa informatici dohodli na nasledujicej
charakterizacii praktickej riesitelnosti:

Algoritmus A, ktorého Casa(n) < c-n? pre nejaké konstanty
(konkrétne cisla) ¢ a d nazgvame polynomidlny algorit-
mus.

Kazdy problém, ktory vieme wvyriesit polynomidlnym algorit-
mom, povaiujeme za prakticky riesitelny. Triedu vsetkych
rozhodovacich problémor®, ktoré su prakticky riesitelné, ozna-
cujeme P.

Nebolo vobec jednoduché vSeobecne akceptovat tato definiciu. Dnes ju
nepovazujeme, a tym ani polynomialnu ¢asovt zlozitost, ako ostrui hra-
nicu medzi prakticky rieSitelnym a prakticky nerieSitelnym, ale len ako

®Na pripomenutie: rozhodovacie problémy maji vysledok ANO alebo NIE. Rozhodne
sa teda, ¢i vstup md, alebo neméa pozadovani vlastnost (pozri kapitolu 4.3).
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pribliZenie sa k ndSmu prvému pokusu ju urcit. K akceptovaniu tejto hra-
nice nas vedu dva celkom odlisné dovody — prakticky a teoreticky.

1. Prakticky dévod

Je zalozeny na skusenostiach z vyvoja algoritmov. Nepraktickost
exponencialnych algoritmov bola kazdému jasnd. Analyzy a prax
nas naudili, ze algoritmy s ¢asovou zlozitostou do n? a za ur¢itych
podmienok az do n® st pouzitelné. Ale algoritmus s ¢asovou zlozi-
tostou n'% je pre vstupy realnych velkosti este menej prakticky po-
uzitelny ako algoritmus s ¢asovou zlozitostou 27, pretoze n'% > 27
pre takmer vSetky rozumné velkosti vstupu n. Mézeme teda nazvat
problém, pre ktory najlepsi algoritmus bezi v ¢ase n'% prakticky
riesitelny? Skusenosti s redlnymi problémami ukazuji, ze takéto
problémy sa v praxi nevyskytuju. Ked sa naSiel polynomialny algo-
ritmus, pricom bol stupen polynému vysoky, potom sa takmer vzdy
podarilo n4jst na rieSenie rovnakého problému iny algoritmus, ktory
pracoval v ¢ase mensom ako c - n%, alebo eSte Castejsie v mensom
ako c¢-n3, pre nejakt konstantu c. Je len mélo vynimiek problémov
riesitelnych v polynomialnom ¢ase, ktoré nie st prakticky riesitelné.
Preto nie je z praktického pohladu trieda P prilis velka a problémy
z P st povazované za prakticky rieSitelné.

2. Teoreticky dovod

Definicia délezitej triedy, akou st prakticky rieSitelné problémy,
musi byt robustnd v tom zmysle, Ze bude nezévisla od definicie
pouzitého vypoctového modelu. Nesmie sa stat, Ze problém je prak-
ticky rieSitelny z pohladu programovacieho jazyka JAVA, ale nie
z pohladu iného modelu, alebo iného programovacieho jazyka. To
by bol pripad, keby sme sa pokusili definovat triedu prakticky rie-
gitelnych problémov, ako takych, ktorych horny odhad éasovej zlo-
zitosti je ¢ - nS. V tedrii pouzivané vypoétové modely ¢asto maji
na simulaciu programu v beznom programovacom jazyku n? krat
vysSie naroky na c¢as. Takze problém sa moze daf v jazyku JAVA
3 a v nejakom inom modeli by potreboval ¢as n°. Po-
jem polynomialneho algoritmu, a tym aj triedy P, je ale dostatoc¢ne
robustny. Trieda polynomialne rieSitelnych problémov je rovnakéa
pre vSetky rozumné modely. Teda dokaz prislusnosti, alebo nepris-
lusnosti do triedy P je od vypoctového modelu nezavisly, a teda
vSeobecne platny a méze sluzit z teoretického hladiska na klasifika-
ciu problémov na riesitelné a prakticky neriesitelné.

vyriesit v ¢ase n
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5.5 Ako rozozname fazky problém?

Hlavnou tlohou tedrie zlozitosti je klasifikacia konkrétnych algoritmic-
kych problémov vzhladom na ich vypoétova zlozitost. Navrhom algorit-
mov dostdvame horné odhady zlozitosti problémov, ale tymto spésobom
nie sme schopni odvodit dolny odhad zlozitosti konkrétnych problémov.
Ako ich teda mozeme klasifikovat? V skutoc¢nosti to v absoltitnom zmysle
nemozeme. Robime to, ¢o obyc¢ajne robia vedci a Tudia zo zdravym sed-
liackym rozumom v podobnych situéciach. Nepdjdeme hlavou proti maru
a namiesto urcovania presnej zlozitosti znovu a znovu pre kazdy pripad
problému, uspokojime sa s hodnovernym, hoci aj nie stopercentnym od-
hadom zlozitosti.

Co znamené ,hodnoverne“ odévodnit, Ze neexistuje polynomiélny algorit-
mus, ktory riesi dany problém? Dnes je znamych vyse 4000 zaujimavych
uloh, pre ktoré sa napriek velkej ndmahe nenaiel polynomidlny algo-
ritmus. Netspesna namaha v pripade jednotlivych problémov ale nie je
este dostato¢ny dévod na to, aby sme ich vyhlésili za prakticky neriesi-
telné. Bolo by to aj nespravne. Pre problémy linedrneho programovania
a testovania prvociselnosti sme sa netispesne pokusali mnoho rokov® najst
polynomialne algoritmy. A bolo obrovskou udalostou, ked sa pre ne na-
sli polynomidlne algoritmy. A hoci na zéklade sktsenosti sme skor verili,
7e existuju, ukazuje to jednoznac¢ne, aké by mohlo byt nebezpeéné, vy-
hlasif ich za tazké (prakticky neriesitelné) na zaklade roky trvajucich
neuspesnych pokusov ich efektivne riesit.

Na zaciatku sedemdesiatych rokov, na zaklade opakovanych negativnych
skiisenosti s mnohymi problémami, formulovali nezévisle na sebe S.A.
Cook a L.A. Levin nasledovni hodnoverniu definiciu

Problém U je tazky (nie je v P, alebo je prakticky neriesi-
telng), ked existencia polynomidlneho algoritmu pre U by su-
casne znamenala existenciu polynomialnych algoritmov pre ti-
sice problémov, doteraz povazovanych za tazké (pre ktoré nie
sme schopni ndjst efektivny algoritmus).

Celé si to mozeme dobre predstavit pomocou obr. 5.3. Vlavo je trieda P
polynomialne riesitelnych problémov. Vpravo je trieda s tisickami problé-
mov, pre ktoré sme nenasli polynomialny algoritmus. Teraz si predstavte,
ze sme nasli efektivny algoritmus pre jeden problém U z tejto triedy.
V désledku nasej definicie tazkych problémov by to znamenalo efektivne

Sy pripade testov prvoéiselnosti dokonca tisice rokov
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vyrieSenie vSetkych problémov z tejto triedy.

NP-tazké
problémy

obr. 5.3

Teraz je o mnoho uveritelnej$ie, Ze problém U je naozaj tazky. Na zéklade
doterajsich sktisenosti takmer nik dnes neveri, Ze problémy, ktoré povazu-
jeme podla nagej definicie za tazké, by sa dali efektivne vyriesit. Nevieme
si predstavit, ze by sme boli taki hlipi a naprieck mnohym pokusom by
sme nevedeli najst efektivne rieSenie nijakého z mnoho tisic problémov,
hoci pre vsetky takéto rieSenia existuju.

Odbornici nazyvaju tieto problémy, ktorych efektivne riesenie by automa-
ticky znamenalo efektivne rieSenie dalsich tisicov problémov, ktoré pova-
zujeme za tazké, NP-tazké problémy. Otazkou ostéva:

,Ako ukdzeme, Ze nejaky konkrétny problém je NP-tazky?*

Opit ndm pomodze metdda redukcie. Pouzivali sme ju, aby sme ukézali,
ze algoritmicka riesitelnost jedného problému znamend algoritmicka rie-
sitelnost iného problému. V tomto pripade sta¢i nahradit vlastnost ,algo-
ritmicky“ vlastnostou ,efektivne algoritmicky“. To vieme dosiahnut pro-
strednictvom modelu efektivnej redukcie. Ako vidime na obr. 5.4, problém
U, efektivne redukujeme na problém U, tak, Zze nidjdeme efektivny algorit-
mus R, ktory kazdy pripad problému U; prevedie na ekvivalentny pripad
R(I) problému Us,.

Pod ekvivalentnym tu rozumieme, Ze rieSenie pripadu R(I) problému Us,,
je rovnaké ako pripadu I problému U;. Teda vysledok B(R(I)) vypoctu
B pre R(I) mozeme automaticky prevziat ako vysledok pre I. Priklad
takejto redukcie sme uviedli uz na obr. 4.8 v 4. kapitole. Redukovali sme
tam efektivne problém riesenia kvadratickej rovnice na problém riese-
nia normovanej kvadratickej rovnice. Dosledok bol, Ze efektivne riesenie
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I
A

Redukcia R efektivne -
transformuje kazdu riesi
ingtanciu I problému Uy R efektivne
na instanciu R([) Uy
problému U,

R(I)
B efektivne riesi Uy B

B(R(I))

obr. 5.4

normovanej kvadratickej rovnice znamenalo efektivne rieSenie vSeobecnej
kvadratickej rovnice.

Hovorime, Ze algoritmus R na obr. 5.4 je polynomialna redukcia U,
na U, , ked je R polynomialny algoritmus s vlastnostou:

Pre vsetky pripady I problému Uy je riesenie I problemu U,
zdroven riesenim pripadu R(I) pre Us.

Ked st U; aj Us rozhodovacie problémy, znamené to, ze bud je pre oba
pripady I a R(I) spravna odpoved ANO, alebo je pre obe spravna odpo-
ved NIE. V tomto pripade hovorime tiez, ze pripad R(I) problému U, je
ekvivalentny s pripadom [ problému Uj.

Ked mame polynomialnu redukciu R problému U; na Us, hovorime tiez,
ze

U; je redukovatelny v polynomiilnom &ase na U,

a piseme

Ui <pa Ua.

Podobne ako pri vSeobecnej redukcii, znamena Uy <, Usa, Ze Uz nie je
lahsie ako Uy vzhladom na rieSitelnost v polynomialnom case. Teda bud
st oba U; aj Uz rovnako tazké (oba sa daju efektivne riesif, alebo sa
ani jeden neda efektivne riesit), alebo je U; efektivne riesitelny a Us nie
je. Vyltacena je jedine situdcia, ze by bol U, efektivne riesitelny a Uy by
nebol.
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Uloha 5.8  Ukazte, Ze tiloha vypo¢itat vysku rovnostranného trojuholnika
so znamou dlzkou strany sa da polynomiélne redukovaft na alohu vypodcitat dizku
strany v pravouhlom trojuholniku (Pytagorova veta).

Uloha 5.9 Nech je U, tiloha vyriesif linedrnu rovnicu tvaru a + bz = 0. Nech je
Us tloha vyriesit linedrnu rovnicu tvaru a + bx = ¢+ dx. Ukézte, ze Uy <o Us.

Pojem polynomiélnej redukovatelnosti sa velmi rychlo stal ispesnym na-
strojom na klasifikaciu problémov. Dnes pozname tisice problémov, ktoré
sa daju v oboch smeroch vzajomne jeden na druhy redukovat. A Uy <,y
Uy a stcasne Uy <,y U; znamend, ze U; a U st oba rovnako tazké
v zmysle, %e bud st oba rieSitelné v polynomidlnom c¢ase, alebo sa ani
jeden nedd efektivne riesit. Na zdklade metédy redukcie pozndme tisice
algoritmickych problémov, ktoré st bud vSetky efektivne riesitelné, alebo
sa neda efektivne riesit ani jeden z nich a tieto problémy nazyvame NP-
tazké’.

Priklady redukcii, ktoré sme doteraz uviedli, neilustrovali dostato¢ne po-
uzitie redukénej metddy, pretoze $lo oividne o lahké tlohy. Teraz si preto
ukdzeme redukciu medzi dvoma NP-fazkymi problémami.

Ako problém Uj si zoberieme problém strazenia, ktory sa v odbornej
redi nazyva problém pokrytia vrcholov a oznacuje sa VC. Mame dant siet
ulic s n krizovatkami (odborne sa nazyvaju ,vrcholy“) a s ulic spajajtcich
krizovatky® (obr. 5.5).

K,

K
obr. 5.5

Krizovatky sme na obr. 5.5 nakreslili ako ¢ierne body, oznacili sme ich K7,
K, K3, K4, K5 a Kg. Ciary medzi bodmi st ulice. Na obr. 5.5 je 7 ulic.

"Neuvéadzame forméalnu definiciu NP-fazkého problému, pretoze vyuziva koncepty, ktoré
sme nezaviedli.
8Koniec slepej ulice povazujeme tiez za krizovatku (K5 na obr. 5.5).
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Ulice moézeme tiez oznacit. Ulicu medzi K7 a K9 ozna¢ime Ulica( Ky, K3).
PretoZe ulice nemaju predpisany smer, oznac¢uje Ulica(Ky, K1) rovnaka
ulicu ako Ulica(K7, K2). Na krizovatku moézeme umiestnit pozorovatela.
Predpokladdme, Ze pozorovatel je schopny strazif vsetky ulice vychadza-
juce z tejto krizovatky, pricom kazda ulicu vidi az po susednu krizo-
vatku. Takze pozorovatel z K3 dokéaze strazit tri ulice Ulica(Ks, K1),
Ulica(K3,K3) a Ulica(Ks, Kg). Na obr. 5.6 st prerusovanou ¢iarou na-
kreslené ulice, ktoré je vidno z Kj.

obr. 5.6

Stucastou ulohy je este zadané ¢islo m. Otéazka je, ¢i na dohlad nad vset-
kymi ulicami postacuje m pozorovatelov. Presnejsie, da sa rozmiestnit m
pozorovatelov na krizovatky tak, aby boli vSetky ulice pod dohladom?
Pre cestnu siet na obr. 5.5 stadia dvaja pozorovatelia. Ked je pozorovatel
na Ky, prezera styri ulice Ulica(Ky4, K1), Ulica(Ky, K»), Ulica(Ky4, K5)
a Ulica(Ky4, Kg). Pozorovatel na K3 prezerd zvys$né tri ulice.

Uloha 5.10 Predpokladajme, Ze v cestnej sieti na obr. 5.5 nesmieme dat pozo-
rovatela na K4. Kolko pozorovatelov potrebujeme v tomto pripade?

Uloha 5.11 Pozorujme cestni sief na obr. 5.7. Stadia traja pozorovatelia na to,
aby sme mali pod dohladom vSetky ulice?

Uloha 5.12 Do obr. 5.7 dokreslite novii ulicu Ulica(K1, Ko) medzi K; a Ks.
Kolko pozorovatelov potrebujeme v tomto pripade, aby sme mali pod dohladom
cela siet?

Uloha 5.13 K cestnej sieti na obr. 5.5 pripojte dve ulice Ulica(Ks, Kg) a
Ulica(K2, K5). Stacia 3 pozorovatelia na dohlad nad celou siefou?

Ako druhy problém Us zoberme tlohu LIN(0,1) ¢o je urcenie, ¢ exis-
tuje riesenie systému linearnych nerovnic nad booleovskymi premennymi.
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K1 K2 K3 K4

Ky K Ky

obr. 5.7

Napriklad
T, + 2x9 — 3x3 + Txy > 3

je linearna nerovnica so 4 neznamymi x1,x2,x3 a 4. Hovorime, Ze ide
o nerovnost nad booleovskymi premennymi, ked nezndme x1, 9,3 a o4
mozu mat hodnoty len 0 a 1. Pripad problému LIN(0,1) je napriklad

1+ 2w9 + 23 + T4 3

T+ T4

(AVARAVARLV]

2x1 + 19 — x3

To je systém 3 linearnych nerovnic so 4 nezndmymi. Ulohou je rozhod-
nut pre systém linedrnych nerovnic, ¢ existuje takd volba hodnét 0 a 1
pre nezname, ze vSetky nerovnice budt stcasne splnené. V nasom pripade
sta¢i napriklad zvolif x; a x9 rovné 1 (z; = x9 = 1) a x3 a x4 rovné 0
(x3 = x4 = 0). Vidime, ze

T1+20+r3+24=14+2-1404+0=3
1 +r4=14+0=1
2004+ 20—23=2-14+41-0=3

(AVARAVARIV]

teda vSetky nerovnice st splnené.

Uloha 5.14 Néjdite iné booleovské hodnoty premennych x1, z2, 3 a x4 nasho
systému tak, aby boli splnené vsetky tri nerovnice.

Uloha 5.15 M4 rieSenie nasledujtci systém linedrnych nerovnic?

T1 + X2 *3%3

xr1 — 21‘2 — T4

(A\YARAVARLYS

xr1+ T3+ x4
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Teraz ukazeme, Ze plati

VC <y LIN(0, 1),

teda, Ze sa d4 problém pozorovatelov VC polynomiélne redukovat na prob
lém linearnych nerovnic s booleovskymi premennymi.

Na to musime efektivne skonstruovat pre kazdy pripad problému VC
wekvivalentny“ pripad problému LIN(0,1). Vysvetlime postup redukcie
na priklade cestnej siete N na obr. 5.5. Nech je (N, 3) pripad problému
VC, ktory zodpoveda otazke, ¢i na pozorovanie siete N na obr. 5.5 stacia
3 pozorovatelia. Aby sme tito otdzku premenili na otdzku o lineadrnych
nerovniciach, zvolime si 6 booleovskych premennych x1, xo, x3, 4, 5 a x¢.
Premennt z; priradime ku krizovatke K; a bude mat nasledujtci vyznam:

z; = 1 znamend, Ze na K; je pozorovatel,
x; =0 znamend, Ze na K; sa nenachidza pozorovatel.

Napriklad hodnoty 1 = 1,29 = 0,23 = 1,24 = 0,25 = 1,24 = 0 zname-
naju, ze mame troch pozorovatelov, ktori sa nachadzaji na krizovatkach
K, K3 a K5 a na krizovatkich K, K; a Kg nemame pozorovatelov.

Ako prvi vyjadrime prostrednictvom linearnej nerovnice
T1+xot+ a3+ x4+ 5+ 26 <3

skuto¢nost, ze moézeme mat najviac troch pozorovatelov. V pripade, Ze siet
N je pod kontrolou pozorovatelov, je pod dohladom kazda ulica. Aby
sme to zabezpecili, musi byt na kazdej ulici Ulica(K;, Kj), spajajtcej
krizovatky K; a K, pozorovatel aspoil na jednej z krizovatiek K; a Kj.
Pre ulicu Ulica(K1, K4) musi byt aspon jeden pozorovatel na krizovatke
K alebo K4. To vyjadrime linearnou nerovnicou:

$1—|—£C421.

Této nerovnost je splnend, ked x; = 1 alebo x4 = 1 a to je presne rieSe-
nie, ktoré potrebujeme. Ked zoberieme do tivahy vSetkych 7 ulic (K7, K3),
(KI)K4)7 (K25K3)5 (K25K4)5 (K35K6)5 (K4)K5)7 (K4)K6) siete N7 do-
staneme nasledujtci systém 8 linearnych nerovnic L1:

x1+xo+ a3+ x4 +25+26 < 3 {najviac 3 pozorovatelia}
x1+wx3 > 1{Ulica(K;, K3) pod dohladom}
x1+x4 > 1{Ulica(K;, K4) pod dohladom}
x2+wx3 > 1{Ulica(K2, K3) pod dohladom}



164 KAPITOLA 5

xo+wx4 > 1{Ulica(K2, K4) pod dohladom}
x3+xg > 1 {Ulica(Ks, Kg) pod dohladom}
x4+ x5 > 1{Ulica(Ky4, K5) pod dohladom}
x4+ wx¢ > 1{Ulica(Ky4, Kg) pod dohladom}

Teraz plati: Systém L1 mé rieSenie presne vtedy, ked existuje rieSenie
pripadu (V,3) problému strazenia (teda ked traja pozorovatelia stacia
na dohlad nad celou siefou ). Plati dokonca viac: Kazdé riesenie L1
dava riesenie (N, 3). Napriklad rieSenim pre L1 je

Tl :O,CCQ = 1,IE3 = 1,IE4 = 1,(E5 :O,CC(; :0,

lebo mame len troch pozorovatelov (prva nerovnost), o = 1 garantuje
splnenie stvrtej a piatej nerovnice, x3 = 1 garantuje splnenie druhej, Stvr-
tej a Siestej nerovnosti a x4 = 1 garantuje splnenie tretej, piatej, siedmej
a Osmej nerovnosti. Tym je splnenych vsSetkych 8 nerovnosti. Zaroven
hned vidime, Ze traja pozorovatelia umiestneni na krizovatkach Ky, K3
a K4 maji pod dohladom celt sief V.

Uloha 5.16

a) Najdite vSetky riesenia systému L1 (priradenia hodnét 0 a 1 premennym
x1,Ta,...,%e) a im zodpovedajice rieSenia pre (IV, 3).

b) Existuje rieSenie, pri ktorom x4 = 0 (na krizovatke K4 nie je pozorovatel)?
Vysvetlite, preco je to tak.

¢) Rozsirte sief N o ulicu Ulica(K3, K4). Nova sief ozna¢me N'. M4 (N, 2)
rieSenie?

Vseobecny opis redukcie VC na LIN(0,1) je na obr. 5.8.

Vidime, Ze redukcia R sa da velmi jednoducho realizovat programom.
Efektivnost R garantuje, Ze z existencie efektivneho algoritmu B pre prob-
lém LIN(0,1) vyplyva existencia efektivneho algoritmu pre VC.

Uloha 5.17 Uvazujte nad pripadom (N, 3) problému VC pre siet na obr. 5.7.
Vyuzite vyssie opisant redukciu R na to, aby ste vytvorili ekvivalentny systém
linearnych rovnic. Najdite vSetky rieSenia systému linedrnych rovnic, a tym aj
zodpovedajuce rieSenia (N, 3).

Uloha 5.18 Zostrojte sief N’ tak, Ze siet N na obr. 5.7 rozirite o dve ulice
Ulica(Ks2, K3) a Ulica(K5, K¢). Ako vyzera systém linedrnych rovnic pre (N’,4)?
Ma riesenie?
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I =(N,m)
N mé k krizovatiek a u ulic
A
vytvor u + 1 linearnych R e.fektivne
nerovnosti redukuje ries1
T+ T+ F+axp<m VC na VvC

a x; +x; > 1 pre kazdi LIN(0,1)
ulicu Ulica(K;, K;)

R(I)

B efektivne riesi LIN(0, 1) B

obr. 5.8

Ukézali sme, ze VC <,,,; LIN(0,1). D4 sa ukazat aj LIN(0,1) <,, VC.
Této redukcia je ale prili§ technické, preto ju nebudeme vysvetlovat.

Takze VC a LIN(0,1) st rovnako tazké v tom zmysle, Ze existencia po-
lynomialneho algoritmu pre jeden z problémov znamend existenciu po-
lynomiédlneho algoritmu pre druhy z nich. Dnes je zndmych vysSe 4000
takychto rovnako fazkych problémov a pre nijaky z nich nepozname efek-
tivny algoritmus. Z tohto dovodu verime, Ze ide ozaj o tazké problémy
a redukovatelnost v polynomidlnom ¢ase pouzivame na klasifikdciu prob-
lémov na lahké (riesitelné v polynomidlnom case) a tazké (neriesitelné
v polynomialnom ¢ase). Aby sme novy problém U povazovali za tazky,
sta¢i ukazat, ze
U/ SpOl U

pre niektory problém U’ z fazkej triedy. Lebo ked plati U’ <,y U, efek-
tivny algoritmus pre U by znamenal automaticky, ze mame efektivne al-
goritmy aj pre tisice problémov, ktoré doteraz boli povazované za tazké.

Informatici zvolili tito cestu ako zadklad pre urcenie obtaznosti konkrét-
nych algoritmickych problémov, pretoze neboli schopni dokazovat dolné
odhady ich zlozitosti. Neda sa celkom vylacit, Ze raz niekto pride s ge-
nidlnym napadom a efektivne vyriesi vietky NP-tazké problémy. Odvolé-
vajuc sa na velké skisenosti a presvedéenie vicsSiny badatelov, smieme
teda verit, Ze su tieto problémy naozaj tazké? Je na to pragmaticka
odpoved. Aj keby existovali efektivne algoritmy na rieSenie NP-tazkych
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problémov, tieto problémy buda pre nas tazké az dovtedy, kym niekto
tieto algoritmy neobjavi. Takze je jedno, ako to v skutoc¢nosti naozaj je,
v stucasnosti nemame pre tieto problémy efektivne metddy, a preto ich
povazujeme za fazké. Teoretici v oblasti vypoctovej zlozitosti ale maju
dalgie zavazné argumenty, ktoré podporuja ich vieru o obtaznosti NP-
tazkych problémov. Dokazali, Ze efektivne metddy rieSenia NP-fazkych
problémov by znamenali, ze objavenie dékazov matematickych tvrdeni
je rovnako tazké ako preverenie, ¢i st dané dokazy korektné. A dnes nik
neveri, ze vytvaranie dékazov (jedna z najtazsich intelektualnych ¢innosti
matematika) nie je tazsie, ako kontrola spravnosti uz existujiceho dokazu.

Teraz by sa mohol ¢itatel vecne spytat: Ked st informatici taki presved-
¢eni o tom, ze pre NP-tazké problémy neexistuju polynomiélne algoritmy,
preco to jednoducho nevyhlésia za novi axiému informatiky? Odpoved je
jednozna¢na: nesmu to urobit. Za axiémy mozeme postulovat len tvrde-
nia a definicie, ktoré nie st dokdzatelné. Ako sme vysvetlili v 1. kapitole,
neexistuje moznost dokazovat axiémy, tie mozno len vyvratit. Ked vy-
vinieme techniky na dokazovanie dolnych odhadov zlozitosti, moéze sa
stat, ze budeme vedief dokézat skutocnt obtaznost NP-tazkych prob-
lémov. Preto slepo neverime v obtaznost NP-fazkych problémov a ve-
nujeme mnoho usilia tomu, aby sme ju zdévodnili. Tento problém patri
nielen k nemnohym tstrednym problémom informatického vyskumu, ale
aj mnohi matematici ho vidia ako jednu z hlavnych a najtazsich vyskum-
nych tloh matematiky.

5.6 Pomoc, mam fazky problém...

Volanie o pomoc v nadpise by sme nemali podceniovat. Najlepsie zndme
algoritmy pre NP-tazké problémy vyzaduju pre vstupy praktickej velkosti
viac vypoctovej prace, ako je mozné v tomto vesmire vykonat. Nie je
to dostato¢ny dovod na volanie o pomoc? Najméi ked je rieSenie tychto
problémov spojené s otézkami bezpecnosti alebo s velkymi finanénymi
investiciami.

No mé volanie o pomoc zmysel? Je niekto, kto by mohol poméct pri po-
lynomialne neriesitelnych tlohach? Ano, existuje zachrana. Poméct mozu
iba algoritmici. St ozajstnymi umelcami a divotvorcami pri hladani rie-
Senia problémov. Mnohé problémy st nestabilné (citlivé) v nasledujicom
zmysle. Velmi mald zmena zadania problému alebo poziadaviek na hla-
dané rieSenie méze zapri¢init obrovsk zmenu mnozstva vypoctovej préce,
potrebnej na najdenie rieSenia. Zmiernenie (zoslabenie) jedinej podmienky
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kladenej na riesenie problému, ktora je pre prax okrajova, modze zname-
nat skok z miliardy rokov trvajiceho vypoétu na niekolko sekundovy
vypocet. To isté sa moze stat, ked pozadujeme namiesto optiméalneho
rieSenia optimalizacného problému len rieSenie, ktoré je blizko optimal-
neho. Blizko optimélneho moze znamenat, Ze sa odmerand kvalita vy-
podéitaného riesenia lisi od optimélneho najviac o 1%. Takéto algoritmy,
ktoré pocitaju riesenie blizke optimalnemu, volame aproximacné algo-
ritmy. Ind moznost st randomizované algoritmy, ktoré si volia nahodne
stratégiu na hladanie rieSenia. Ked si pre dany pripad problému zvolia
nédhodou zlu stratégiu, mozu vypocitat nespravne vysledky alebo vypo-
det moze trvat velmi dlho. Ked si vybert vhodnu stratégiu, vypocitaji
rychlo spravne vysledky. V mnohych aplikaciach sme spokojni, ze s vy-
sokou pravdepodobnostou efektivne vypocitame spravny vysledok. Aby
sme tomu dobre rozumeli, pouzivanim algoritmov vyuzivajicich ndhodu
usetrime vypoctové naklady vdaka zmierneniu (zoslabeniu) poziadavky,
ze pri kazdom vypocte vidy vypocitame spravny vysledok. Existuje via-
cero dalsich moznosti, ktoré sa daji aj navzajom kombinovat. Je umenim
algoritmikov objavovat, kde sa slabiny tazkych problémov. Ich tlohou
je zaplatif ¢o najmenej (zlavif z nasich poziadaviek tak malo ako sa len
d4) za mozny skok od nerealizovatelného mnozstva prace pocitaca k re-
alizovatelnym nakladom. V niektorych pripadoch za tento skok zlavime
z nasich poziadaviek tak maélo, Ze sa to zd& az neuveritelné a dé sa vra-
vief o skutoénom zizraku. Takyto div ndhodného riadenia predstavime
v nasledujicej kapitole.

Uvedieme iba maly priklad ako efektivne vypodcitat namiesto optimél-
neho len relativne ,dobré“ riesenie. V odseku 5.5 sme predstavili prob-
lém pozorovatelov VC ako rozhodovaci problém. Jeho optimaliza¢nd ver-
zia MIN-VC hladé pre cestnu siet miniméalny pocet pozorovatelov, ktori
stacia na dohlad nad celou sietou. Pre siet na obr. 5.5 st to dvaja pozo-
rovatelia.

Uloha 5.19 Aky je minimalny pocet pozorovatelov na dohlad siete, ktora je
na obr. 5.77 Zdévodnite svoju odpoved!

Aby sme boli nazorni a nepretazili neSpecialistov, vysvetlime len, ako
nijdeme efektivne rieSenie, ktoré bude v najhorSom pripade vyzadovat
dvakrat tolko pozorovatelov ako by bolo nevyhnutne treba. Hoci by sa
vysledok mohol zdat Tahko dosiahnutelny, v siefach s desaftisicmi krizo-
vatiek ¢lovek moze fazko zarudit kvalitnejsie ad-hoc riesenie.

Mygslienka hladaf riesenie, ktoré bude v najhorSom pripade vyzadovat
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dvojnasobnj® pocet pozorovatelov, je zaloZend na tom, Ze kazda ulica
Ulica(K1, K2) medzi dvomi krizovatkami K; a Ky sa dé pozorovat len
z K alebo Ky. Takze aspon na jednu z krizovatiek K7 alebo K9 musime
umiestnit pozorovatela. Z toho sa dé vytvorit nasledujica stratégia, ktora
urcite najde pripustné'® riegenie.

Algoritmus: App-VC
Vstup: Siet N
Postup:

1. Zwol si lubovolni ulicu Ulica(K1, K2). Umiestni pozorovatelov na obi-
dvoch kriZovatkdch K1 a Ko. Vytvor mensiu cestni siet N', v ktorej
odstrdnis vietky ulice, ktoré su pod dohladom pozorovatelov na Ky
a Ko (odstranime tym véetky ulice vychadzagice s K1 a Ko, teda aj
Ulica(Kl, Kg))

2. Rovnakou stratégou pokracuj so sietou N'.

3. Pokracuj v prdci, aZ kym nie su zo siete odstranené vsetky ulice,
¢o znamend, Ze vsetky su pod dohladom.

Vykonajme algoritmus App-VC pre siet na obr. 5.9(a) s 8 krizovatkami
a7b7c7d7e7f7g a h'

Predpokladajme, ze App-VC vyberie ako prva ulicu Ulica(b, ¢). Ozna¢me
na obr. 5.9(b) tuto volbu dvojitou ¢iarou. Teraz odstranime vsetky ulice,
ktoré sa konc¢ia na krizovatkach b alebo c¢. Na obr. 5.9(b) s znazor-
nené prerusovanymi ¢iarami. Plné ciary predstavuja 6 ulic, ktoré os-
tali v sieti. Predpokladajme, ze nasledujicu ulicu by App-VC vybral
Ulica(e, f) (obr. 5.9(c)). Ako vidime na obr. 5.9(c), umiestnenie pozorova-
telov na krizovatky e a f, sposobi odstranenie ulic Ulica(e, f), Ulica(e, d)
a Ulica(f,d). V sieti ostali len tri ulice Ulica(d, g), Ulica(d, h) a Ulica(h,
9). Ked si teraz App-VC vyberie ulicu Ulica(d, g), priddme dvoch pozo-
rovatelov na d a g, a tym st pod dohladom aj vSetky tri zvy$né ulice.
Uvedené pouzitie App-VC nés priviedlo k rozmiestneniu 6 pozorovatelov
na krizovatkach b,c,e, f,d a g.

V&imnime si, ze vysledky App-VC moézu byt rozlicné v zavislosti od né-
hodnej volby ulic, ktoré este nie st pod dohladom.

9y porovnani s optimalnym riesenim
ORiegenie, ktoré garantuje dohlad nad siefou.
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ibj m\‘c| mld; jh:
(a)

(1)

® 0 ©
(c)

obr. 5.9

Uloha 5.20 Kolko pozorovatelov staéi, aby bola pod dohladom sief na obr.
5.9(a)? N4jdite taka ,nesfastni® volbu ulic, Ze vo vyslednom rieSeni App-VC
budt pozorovatelia umiestneni na vSetkych 8 krizovatkach. Existuje takd volba
ulic App-VC, ktorej vysledkom bude menej ako 6 pozorovatelov?

Uloha 5.21 Pouzite algoritmus App-VC na rozmiestnenie pozorovatelov v sie-
tach na obr. 5.5 a na obr. 5.7.

Nakoniec by sme chceli eSte zdévodnit, preco rieSenia, ktoré dostaneme
pouzitim App-VC, nie st ovela horSie ako optimélne. VSimnime si ulice
pod dohladom pozorovatelov, na obr. 5.9 sme ich oznacili dvojitymi ¢ia-
rami. Nijaké dve z nich sa nestretdvaji na niektorej krizovatke. Je to
preto, lebo po vybrani ulice Ulica(K7, K3) sme odstranili vsetky ulice
vychadzajice z K; a K. Takze ziadna z neskér vybranych ulic nemoze
viest do K7 alebo Ks. Ked si vSimneme tieto vybrané ulice v nejake]
sieti (obr. 5.10), vidime, Ze st to izolované ulice, ktoré sa nestretavaja
na nijakej krizovatke (pozri aj obr. 5.9(d)).

Riegenie tlohy pozorovatelov vyzaduje, aby boli vSetky ulice pod dohla-
dom. Kedze vybrané ulice s stcastou siete, musia aj ony byt pod dohla-
dom. Pretoze st izolované, jeden pozorovatel moéze mat dohlad najviac
nad jednou z nich. Preto musi mat kazdé pripustné rieSenie k dispozi-
cii aspon tolko pozorovatelov, kolko je tychto izolovanych ulic. RieSenie
najdené App-VC umiestni pozorovatela na vSetky konce (krizovatky) vy-
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cestné siet

obr. 5.10

branych ulic. Takto dostaneme, ze App-VC nikdy nevypocita riesenie,
ktoré m4 viac ako dvojnasobny pocet nevyhnutnych pozorovatelov.

Zaruka kvality App-VC na nés isto nespravila velky dojem. Je ale viacero
naroc¢nejsich prikladov efektivnych algoritmov, ktoré vypocitaja riesenie
pre NP-tazké optimalizacné problémy a kvalita rieSenia sa 1isi od optimél-
neho menej ako 1%o. A v tychto pripadoch uz mézeme vraviet o zazraku
algoritmiky.

5.7 Zhrnutie

Popri pojmoch algoritmus a program je pojem vypoctova zlozitost v in-
formatike najdolezitejsi a jeho vyznam prenikd ¢oraz viac do dalsich ve-
deckych disciplin. Casova zlozitost je najdolezitejsia vypoctova zlozitost,
ktora meria mnozstvo préace (pocet vykonanych vypocétovych operacii) al-
goritmu. Casov zlozitost algoritmu chapeme ako zvycéajne rasticu fun-
kciu, ktorej argumentom je velkost vstupu.

Hlavna tloha tedrie zlozitosti je klasifikicia algoritmickych problémov
vzhladom na nevyhnutnu a postacujicu vypoctovi zlozitost na ich riese-
nie, a tym aj na rozdelenie algoritmicky rieSitelnych problémov na prak-
ticky rieSitelné a prakticky neriesitelné. Je fazké presne urcit hranicu me-
dzi prakticky rieSitelnymi a prakticky neriesitelnymi problémami. V pr-
vom priblizeni sa navrhuje tato hranica tak, ze problémy, ktoré sa daja
riesit v polynomidlnom c¢ase, st prakticky riesitelné. Problémy, na ktorych
rieSenie neexistuju polynomialne algoritmy, povazujeme za tazké (prak-
ticky neriesitelné). Tedria zlozitosti nas udi, Ze existuju fubovolne tazké
vypoctové problémy, napriklad také, ktoré sa daju riesit iba algoritmami
s ¢asovou zlozitostou aspor 22".

Ustrednou a najtazsou tlohou zakladného vyskumu v informatike je do-
kazovanie neexistencie efektivnych algoritmov pre riesenie konkrétnych
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problémov. Na tento Gc¢el ndm zatial chybaji matematické prostriedky,
preto sa uspokojime s netplnymi argumentmi na zdévodnenie obtaznosti
konkrétnych problémov. Metdda redukcie sa zasa vyuziva, aby sa efek-
tivnou redukciou v polynomialnom case ukazalo, ze tisice problémov si
vzhladom na prakticku riesitelnost rovnako tazké. Nazyvame ich NP-tazké
problémy. Pre nijaky NP-fazky problém nepozname efektivny algoritmus;
najlepsie algoritmy maji exponencidlnu ¢asovu zlozitost. Existencia po-
lynomialneho algoritmu pre hociktory NP-tazky problém by znamenala,
7e tisice problémov, ktoré povazujeme za tazké, by sa dali efektivne riesit.
To je jeden z hlavnych dévodov, preco verime, ze NP-fazké problémy s
naozaj tazké.

Skuto¢né umenie algoritmika je v hladani rieSeni tazkych problémov. Naj-
dolezitejsi objav je, ze mnohé tazké problémy st velmi nestabilné vzhla-
dom na ich obtaznost. Mald zmena zadania problému alebo malé zo-
slabenie poziadaviek moéze sposobit skok od fyzikalne nerealizovateného
mnozstva vypoctovej prace k par sekundam vypoctu na obyc¢ajnom PC.
Objavenie a vyuzitie tejto citlivosti fazkych tloh je jadrom dnesnej algo-
ritmiky s ,neocenitelnym® prinosom pre priemysel a v neposlednom rade
aj pre rozvoj informacnej spolocnosti.

Navody riesenia vybranych tuloh

Uloha 5.2 Trojnasobnym pouzitim distributivneho zdkona mézeme nasleduji-
cim spésobom prepisat polyném 4-tého stupna:
a4~x4+a3~13+a2~x2+a1~:c+a0
= Jag-23+az-2?+az -2t +ai] -z +ao
= [(a4'm2+a3-x+a2)-m+a1] - T+ ap
= [((as-z+a3)-z+az) r+a] -x+ag

Ked pouzijeme tento vzorec na vypocet hodnoty polynému pre zadané cisla
a4, a3, as, a1, ag a x, potrebujeme len Styri nasobenia a Styri s¢itania.

Uloha 5.4
a) Hodnotu 2% mézeme vypocitat nasledujiicou stratégiou s 3 ndsobeniami:
l—z-z, J—1-1, Z—J-I

Vidime, ze postup je zalozeny na myslienke, najskor vypoditat jednym

nasobenim 22 = x - x a potom % = 22 - 22 - 22.
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b) Hodnotu x%* moézeme vypoéitat 6 ndsobeniami nasledujiico:
2 = (((((=*))*)*)?)

Tato stratégiu mozeme nasledujicim spoésobom zapisat ako inStrukcie
na vypocet

l—x-z, I—T-1, I—1-T1,
I—1-1, I—1I1-1, I—1-1.

c) Stratégiou vypocétu x'® moze byt:
x1s — ((($2)2)2)2 . $2
a prepiSeme ju nasledovne:

l—z-x, J=I-1, J—J-J,
J—J-J, Z—1-J

d) Hodnotu %% mozeme vypocéitat stratégiou:

Z4 0 32 .8 a4

po prepisani

Iy —ax-x, Ii—Ih-Iy, Ig—1I4 Iy,
IlGHIS'IS, 132‘*116'116; ZHI32'ISa
Z — 71y, Z— 7 x

s 8 nasobeniami.

V pripade, Ze pre 2*® zvolime nasledujiicu $pecidlnu na mieru §it straté-

giu:
2=z 2 =22, 28 =23 23, 22 =28 . 23,
218 = g9 . 40 36 — g8 g8 45 _ 36,0

vystacime len so 7 nasobeniami.

Uloha 5.9 Ked méa matematik vyriesit linedrnu rovnicu a + bz = ¢ + dz, zjed-
nodusi si ju nasledujiicim spésobom:

a+br = c+dr |-—c
a—c+br = dzx | — dx
(a—c)+br—dr = 0
(a—c)+b—=d)y-z = 0 {vyuzitim distributivneho zakona}

Teraz je nova rovnica v pozadovanom zjednodusenom tvare, pre ktory uz mame
algoritmus. Na obr. 5.11 je grafické znazornenie tejto efektivnej redukcie.
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a,b,c,d
A
riesi
a —a—c rovnicu
R vo vSeobecnom
Ve—=>b—-d tvare
T a+br=c+dr
a,b

B efektivne riesi

rovnice tvaru B
a+br=0
T
T
obr. 5.11

Redukcia R je efektivna, lebo na to, aby sme upravili vS§eobecn lineadrnu rovnicu
na tvar a’ + b’z = 0 stadia prave dve odéitania. Algoritmus B zoberie z R
Cisla o' a b’ a vyriesi rovnicu o’ + b'x = 0. Kedze a’ + V'z = 0 je len iny tvar
rovnice a + bx = ¢ + dx, maji obe rovnice rovnaké riesenie, a teda algoritmom
B vypocitand hodnota pre = je aj vystupom algoritmu A pre riesenie linearnej
rovnice vo vSeobecnom tvare.

Uloha 5.10 Musia byt aspoii §tyria, lebo z K4 veda $tyri ulice a ked neméo-
zeme umiestnif pozorovatela na K4, musia byt Styria pozorovatelia na opac¢nych
koncoch tychto $tyroch ulic. Tito $tyria pozorovatelia maji pod dohladom celi
cestnu siet (obr. 5.5).

Uloha 5.17 Pre 7 krizovatiek a najviac 3 pozorovatelov dostaneme nasledujtce
linedrne nerovnosti:

1+ Ty + X3+ T4+ 5 + 26+ 27 §3 .
Pre 8 ulic dostaneme nesledujtcich 8 nerovnosti:
r1+as>1l, vy +ag>21l, votas>21, ot >1,

r3t+wg =1, z3+axr 21, z4+w6 21, 14 +a72>1.

Vzhladom na prvii nerovnost moézeme priradif najvac trom nezndmym hodnotu
1. Volba x5 = ¢ = 7 = 1 a 1 = x5 = x3 = 14 = 0 zarudi splnenie zvysnych 8
nerovnosti.






Nahoda praje iba pripravenej dusi, nepripravena dusa
nevidi pomocnt ruku, ktort mu podava Stastena.
Louis Pasteur

Kapitola 6

Nahoda a jej iloha v prirode alebo
nahoda ako zdroj efektivnosti
v algoritmike

6.1 Vytycenie ciela

V tejto kapitole chceme predstavit jeden z najviicésich divov informatiky.
Tento div je zalozeny na neuveritelne Sikovnom vyuziti ndhody pri ndvrhu
efektivnych algoritmov pre zdanlivo prakticky nerieSitelné tlohy.

Prv ako tento div pribliZime, musime sa najprv trochu zozndmif s vy-
znamom pojmu ndhoda. Z tohto dévodu najprv nahliadneme do historie
vied, v ktorych donekonecna prebiehali spory o existencii skuto¢nej na-
hody. Pritom by sme mali nadobudntf predstavu, ¢o je prava néhoda,
a C¢o za pravi ndhodu nemdzeme povazovat.

So ziskanymi predstavami o vyzname pojmu ndhoda sa vyddme rovno
do informatiky, aby sme vyuzili ndhodu pri efektivnom rieseni tazko vypo-
¢itatelnych problémov. Zazijeme pritom zazrak. Uverili by ste, Ze systém,
v ktorom je Sikovne pouzitd ndhoda, nds moze priviest k cielu miliar-
dukrat rychlejsie ako akykolvek plne deterministicky systém? A Ze toto
urychlenie sa da dosiahnut bez toho, aby sme museli podstupit viicsie
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riziko ako 1 k 10, Ze vypoéitany vysledok bude nespravny'. Je toto
riziko vazne? Ak by sme od Velkého tresku kazdua sekundu spustili vy-
pocet randomizovaného systému (t.j. medzi 10'® a 10 krat) mozeme
oCakavat, ze nijaky z toho obrovského poctu vypocétov nebude chybny.
Inak povedané pravdepodobnost aspon jednej chyby spomedzi viac ako
10'® experimentalnych vypoctov randomizovaného systému je mensia ako
pravdepodobnost, Ze vSetky budu spravne.

Upozorniujeme, ze v praxi moze byt randomizovany algoritmus (algorit-
mus vyuzivajici ndhodu) s velmi malou pravdepodobnostou chyby spo-
Tahlivejsi ako jeho najlepsi deterministicky naprotivok. Co tym myslime?
Teoreticky sa deterministické algoritmy nesmu mylit. Ale v praxi nie st
deterministické programy absolttne spolahlivé pretoze pocas ich vypoctu
sa mozu vyskytnit chyby hardvéru, ktoré sposobia chybné vysledky. Prav-
depodobnost vyskytu hardvérovej chyby rastie imerne s ¢asom vypoctu
programu. Preto rychly randomizovany algoritmus moze byt spolahlivejsi
ako pomaly deterministicky program. Napriklad randomizovany algorit-
mus, ktory vypocéita vysledok za 10 sekiind s pravdepodobnostou chyby
1/10%° je spolahlivejsi ako deterministicky program, ktory vypoéita vy-
sledok za tyzden. Takze posun od beznych (deterministickych) algorit-
mov a systémov k randomizovanym nemusi znamenat zniZenie spolah-
livosti. Strata zdanlivej absolitnej spolahlivosti nie je az tak bolestiva.
Randomizécia, myslime tym vytvaranie systémov sikovnym kombinova-
nim deterministickych stratégii a nahodnych rozhodnuti, sa stava novou
paradigmou informatiky. Efektivne randomizované algoritmy, ktoré robia
chybu v priemere v jednom z miliard pouziti, su praktické a umoznuju
rieSenie problémov, ktoré povazujeme za nerieSitelné deterministickymi
algoritmami.

Na konci kapitoly by ste nemali len dévernejSie poznat konkrétny né-
hodny systém a jeho vyhody, ale budete mat moznost sa aj hlbsie zozna-
mit s myslienkami, na ktorych je zaloZena randomizacia (pouzitie ndhody
v algoritmoch) a ziskat pritom ¢iastoéne aj intuiciu, preco vobec existuju
takéto neuveritelné a zdzracné sposoby rieSenia problémov. Na zaver sa
vas trochu pokusim povzbudit, aby ste tieto vedomosti vyuzili v kazdo-
dennom zZivote a s ich pomocou sami vytvarali dalsie ,zdzraky*.

1Riziko vypoditania chybného vysledku nazyvame pravdepodobnost chyby.
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6.2 Co je nihoda a existuje vobec ozajstna
nahoda?

V prvej kapitole sme pochopili, Zze pre vytvaranie a rozvoj vedeckych
disciplin je zékladom tvorba pojmov. Pojem nahoda je jednym z maéla
fundamentalnych a zaroven jednym z najviac diskutovanych vedeckych
pojmov. Filozofi, fyzici, biolégovia a chemici uz tisicrocia diskutuja, ¢i
existuje ndhoda a sktimaju jej tlohu vo svete. Matematici vyvinuli tedriu
pravdepodobnosti ako nastroj na sktimanie ndhodnych javov a aplikuji
ju v Statistike. Informatika sktima, ¢i, preco a kedy je pre nas vyhodné
vyuzit ndhodu. InZinierske discipliny aplikuju ziskané poznatky pri vyvoji
efektivnych a spolahlivych systémov vyuzivajacich ndhodu.

Pojem nahody je tzko spity s dalsimi dvomi zdkladnymi pojmami: de-
terminizmom (uréenostou) a indeterminizmom? (neurcéenostou). De-
terministickd predstava sveta je zalozend na principe kauzality. Kazda
udalost ma svoju pri¢inu. Pri¢ina mé nésledok a ten je zase pricinou
pre dalsi nasledok, atd. Podla takéhoto chdpania, ak pozname vSetky za-
konitosti a momentalny stav vesmiru, vieme presne predpovedat, ¢o sa
stane v budicnosti. Na celé dejiny sa mozeme pozerat ako na retaz pri-
¢in a ich nasledkov. Nedeterminovanost znamend, Ze pri¢ina moze mat
viacero réznych nasledkov a neexistuje prirodny zékon, ktory by urcoval,
ktory z nich nastane.

Pojem néhody je tizko spity s indeterminizmom. Podla definicie v slov-
niku

jav oznacujeme ako nahodny,

ked

sa vyskytuje nepredvidatelne.
Podobne

objekt povazujeme za nahodnyj,
ked

vznikol alebo bol vytvoreny bez akéhokolvek plinu a vzoru.

Prirodzene je existencia ndhodnych udalosti (teda vyskytu nahody) v pro-
tiklade s deteministicko—pri¢innou predstavou o fungovani nasho sveta.
7 tohto dovodu je zakladné otézka vedy,

2Informatici pouZivaji termin nedeterminizmus.
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¢1 ndhoda existuje objektivne, alebo len pouZivame tento po-
jem, aby sme vysvetlili a modelovali javy, ktorych zdkonitosti
nepozndme.

O odpovedi na tuto otazku vedci veda spory uz od antiky. Demokritos sa
nazdaval a tvrdil, ze

nahodné je nepoznané a Ze priroda je vo svojej podstate de-
terministickad.

Tym myslel, Ze svet sa riadi pevnym poriadkom, ktory urcuja jednoznacné
zdkony. Podla Demokrita pojem ndhoda pouzivame iba subjektivne, aby
sme zastreli nase nepochopenie veci a javov. Takto by bol pojem nahod-
nosti iba désledkom netplnosti nasich vedomosti. Svoj postoj Demokritos
rad ilustroval nasledujucim prikladom.

Dvaja péani posla svojich otrokov zdmerne v tom istom case k studni
po vodu. Otroci sa pri studni stretnt a povedia si: ,,/To je ale nahoda, ze
sme sa tu stretli.“ Ale v skutoc¢nosti bolo ich stretnutie uréené rozhodnu-
tim ich panov, ale kedZe o tom nevedeli, javilo sa otrokom ako ndhodné
udalost.

Epikuros oponoval Demokritovi nasledujicim tvrdenim:
,Ndhoda je objektivna, je prirodzenou vlastnostou javov.“

Epikuros tym myslel, ze objektivna nahoda existuje nezavisle od nasej
vedomosti alebo nevedomosti. Podla Epikura existuju procesy, ktorych
priebeh nie je jednoznac¢ny, ale viaczna¢ny a nepredvidatelny a volbu spo-
medzi existujicich moznosti nazyvame nahoda.

Niekto by mohol povedat: ,Je zrejmé, Ze pravdu mé Epikuros, ved v ha-
zardnych hrach ako kocky alebo ruleta mézu byt rozne vysledky a len
nahoda urci, ¢o bude vysledok.“ No vec nie je taka jednoducha a Gvahy
o kockéich a rulete podporuja skor mienku Demokrita. Hra s kockami je
velmi komplexny jav, ale keby sme vedeli, akou rychlostou, ktorym sme-
rom a na aky povrch ich hodime, dal by sa dopredu urcit vysledok - ktoré
¢islo padne na kocke. Prirodzene je pohyb ludskej ruky v spojeni s moz-
gom prili§ zlozity na to, aby sme vedeli urcit vSetky parametre potrebné
na vypocitanie vysledku. Tento proces ale nemdzeme chapat ako objek-
tivne ndhodny, len na zaklade toho, Ze je privelmi zlozity. Podobne je
to aj s hddzanim gulicky v rulete a inych hrach zalozenych na nahode.
Aj vo fyzike sa na mnohych miestach pouziva na opis a skiimanie fyzi-
kalnych procesov pravdepodobnostny model, hoci nejde o jednoznacne
nahodné procesy (a niekedy st dokonca oéividne deterministické). Tieto
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st iba privelmi zlozité na to, aby sme ich modelovali plne determinis-
tickym sposobom. Je zaujimavé, Ze z tohto istého dovodu pripustal aj
Albert Einstein pouzitie pojmu ndhoda len pri modelovani niecoho eSte
nie Gplne poznaného a veril®, Ze existuju jednoduchsie a jasnejsie formu-
lovatelné deterministické prirodné zdkony.

Do 20. storocia sa akceptovalo prevazne Demokritovo kauzalno-determi-
nistické ponatie. Dévody boli na jednej strane v nabozenstve, kde sa v Bo-
hom stvorenom svete nepriptistala existencia ndhody* a na druhej strane
vo velkom pokroku prirodnych vied a techniky dosiahnutom v 19. sto-
ro¢i, ¢o sposobilo prilisny optimizmus, Ze sa vSetko d& objavif a vSetko
objavitelné sa d& formulovat priamodiaro sledom pri¢in a dosledkov.

Netreba podcenit ani tlohu emécii v vzfahu k nahode®. Moznost exis-
tencie ndhody sa vtedy pocitovala velmi negativne, lebo ndhoda sa pova-
zovala za synonymum nezelatelnej neistoty, chaosu a nepredvidatelnosti.
Negativny postoj k existencii ndhody asi najlepsie sformuloval vo svojich
meditaciach Marcus Aurelius:

St len dve moZnosti: bud vo svete vlddne obrovsky chaos alebo
poriadok a zdkon.“

Je zrejmé, ze aj vedci, ktori si osvojili nazor, ze ndhoda je emocionélne
nezelatelnd, sa snazili vo vyskume vystacit bez akéhokolvek uvazovania
o potenciilnej existencii ndhody. Pripadne isli eSte o krok dalej a snazili
sa vysledkami svojej prace do popredia stavat deterministickd pri¢innost
a uplne vylacit existenciu ndhody.

A7 s rozvojom vedy v 20. storo¢i sme rozpoznali, Ze blizSie k realite moze
byt Epikurovo chapanie ndhody. Matematické modely evolicie ukazuju,
ze by sa neuskutoc¢nila bez ndhodnych mutécii (ndhodnych zmien v DNA
sekvenciach). K uznaniu existencie nadhody prispeli podstatnou mierou
uspechy fyziky, predovsetkym kvantovej mechaniky. Tento matematicky
model spréavania sa ¢astic mikrosveta je zalozeny na viacznacnosti, ktort
opisujeme ndhodnymi udalostami. Experimentalne sa potvrdili vSetky do-
lezité predpovede zalozené na tejto tedrii, preto urcité udalosti v mikro-

3 Boh nehéadze kockami® je jeden z najznamejsich vyrokov Alberta Einsteina. A rovnako
znama je odpoved Nielsa Bohra ,,Boh si nenecha hovorit do toho, ¢o ma robit.“

“Dnes uz vieme, 7e takito interpreticia nie je spravna a ozajstna nihoda nie je v pro-
tiklade s existenciou Boha.

50 postaveni emécii vo vyskume hovoria takzvané exaktné vedy nerady, ale je to len
popieranie skutoc¢nosti, ze aj vo vede mozu byt emdcie na jednej strane hnacim moto-
rom rozvoja a pokroku, a na druhej strane moézu vyskum spomalovat alebo poznanie
aj na celé roky ,zakonzervovat®.
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svete interpretujeme ako naozajstné nahody.® Uznanie existencie ndhod-
nych javov (ndhody) je ale dolezité aj preto, lebo ich modelovanim sa
prepaja ndhoda s neurcitostou a chaosom. Najvystiznejsie to sformuloval
madarsky matematik Alfréd Rényi:

»Neexistuje protirecenie medzi pric¢innostou a ndhodou. Vo sve-
te vlddne ndhoda, a prave preto vlddnu vo svete poriadok a zd-
konitosti prejavujice sa prostrednictvom mmnoZstva ndhodnych
udalosti, ktoré sa spravaji podla zdkonov tedrie pravdepodob-
nosti. “

My informatici mame aj iny dévod zaoberat sa ndhodou, ako je modelo-
vanie prirodnych procesov a empiricky Statisticky vyskum. NajlepSie to
vyjadril prekvapujico uz pred 200 rokmi velky basnik Johann Wolfgang
von Goethe:

Tento svet je vytvoreny spletou nevyhnutnosti a nahody; Lud-
sky rozum sa stavia medzi ne a vie ich obe ovlddat. Nevy-
hnutné povaZuje sa zdklad bytia; ndhodné vie usmernit, viest
a vyuZit. “

V tomto zmysle je Johann Wolfgang von Goethe ,,prvym informatikom“,
ktory vidi v ndhode (randomizacii) uzito¢ny nastroj na realizaciu niekto-
rych ¢innosti. Tato kapitola sa venuje pouzitiu nahody ako zdroju nevida-
nej vypoctovej efektivnosti. Nagim cielom bude ukézat, Ze namiesto plne
deterministickych systémov a algoritmov sa ¢asto oplati navrhnat a im-
plementovat (randomizovany) systém riadeny ndhodou. Nie je to ni¢ iné
ako akceptovanie prirody ako uéitela. Ukazuje sa, Zze priroda na dosiahnu-
tie ciela vzdy pouziva najefektivnejsi a najjednoduchsi sposob a vyuzitie
nahody je podstatnou ¢rtou jej stratégie. Informaticka prax tento pristup
potvrdzuje. V mnohych dnesnych aplikicidch pracujt jednoduché ran-
domizované algoritmy s vysokou mierou spolahlivosti, priGom nepoznédme
nijaké deterministické algoritmy, ktoré by robili to isté porovnatelne efek-
tivne. Dokonca mame priklady randomizovanych algoritmov, pre ktoré je
navrh a pouzitie ich deterministickych naprotivkov fyzikalne neuskutoc-
nitelné. Z tychto dévodov v stcasnosti nespajame prakticka riesitelnost
s efektivnostou deterministickych algoritmov, ale s efektivnostou rando-
mizovanych algoritmov.

Aby sme presveddili aj informaticky nepodkutého ¢itatela o neuveritelnej
sile randomizacie na jednoduchom a nazornom priklade, ukaZzeme v na-
sledujtcej ¢asti randomizovany komunikac¢ny protokol, ktorym vyriesime

5Tato tému podrobnejsie preberieme v kapitole o kvantovych poéitacoch.
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zadanu tlohu s podstatne mensou komunikaciou, ako je nevyhnutne po-
trebna pri najlepSsom moznom deterministickom komunika¢nom proto-

kole.

Dolezitd pozndmka na zdver: Nedali sme odpoved na otazku, ¢i existuje
skuto¢na nédhoda a je velmi nepravdepodobné, Ze by veda na tato otazku
v najblizSom c¢ase nasla definitivnu odpoved. Je to jednoducho preto, lebo
je to viac fundamentalna otdzka v rovine vedeckjch axiém, ako v rovine
vysledkov vyskumu. A ako sme sa dozvedeli uz v prvej kapitole, na tejto
zékladnej axiomatickej tirovni nemaji ani exaktné vedy matematika alebo
fyzika vSeobecne platné tvrdenia, ale len ako axiémy vyslovené domnienky
zodpovedajuce vSetkym doterajsim skisenostiam (ako sme uz spominali
v kapitole 1).

Ako informatici si dovolujeme verif v existenciu ndhody nielen preto, lebo
tento nazor podporuju doterajsie skusenosti fyziky a evolucénej tedrie,
ale predovsetkym preto, lebo ndhoda je zdrojom efektivnosti. Nahoda
nadm umoznuje urcité ciele dosiahnut miliardukrat rychlejsie a informa-
tik by bol velmi prekvapeny, keby priroda nechala nepovSimnutu takato
moznost urychlenia procesov.

6.3 Mnoho svedkov je pomoc v nudzi alebo
pred¢o modze byt ndhoda uZitoénai?

Na priklade jednoduchej tlohy si ukdzeme, ako sa tato dé velmi efektivne
vyriesit vyuzitim ndhody, hoci vieme, Ze deterministicky (bez nédhody)
sa efektivne vyriesit nedd. Bude to priklad, ktorym si ozaj kazdy moze
samostatne vyskuasat silu pouzitia nahody.

Co presne znamena, ked vravime o systéme alebo algoritme (programe),
ze vyuziva ndhodu (je randomizovany)? V zisade si mozné dve
predstavy. Kazdy deterministicky program vykond pre lubovolné vstupné
udaje tu ist postupnost vypoctovych krokov. Hovorime, Ze vypocet je
jednoznaé¢ny. Randomizovany program (systém) moze mat pre jeden vstup
viacero rozli¢nych vypoctov. Je vecou nédhody, ktory z nich sa ozaj usku-
to¢ni. Uvedieme dva spdsoby volby z viacerych moznych vypoctov.

1. Program pracuje deterministicky s vynimkou niekolkych miest, kde si
moze hodit mincou. V zévislosti od toho, ¢o padne (rub alebo lic),
sa na tomto mieste rozhodne, ktorym z dvoch moznych pokracovani
bude vypocdet prebiehat.
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Nas programovaci jazyk tymto spdsobom mozeme nazorne rozsirit
pridanim nasledujtcej instrukcie:

Hod mincou. V pripade, Ze padne ,lic“ pokracuj
v riadku i, inak pokracuj v riadku j

Takze ked padne ,lic (hlava)“, program pokracuje vykondvanim
prikazov v riadku i, ked padne ,rub (znak)“ pokracuje v riadku j.

2. Program vyuzivajici ndhodu mé na zaciatku moznost volby z viace-
rych deterministickych stratégii. Program si ndhodne vyberie jednu
z nich a pouzije ju pre aktualne vstupné udaje. Zvysok vypoctu je
uplne deterministicky. Pri dalSom vstupe sa ndhodne vyberie nova
stratégia.

Druhd moznost modelovania systémov vyuzivajucich ndhodu je jedno-
duchsia, preto ju pouzijeme aj v nasom vzorovom priklade.

Zamyslime sa nad nasledujicou tlohou:

Majme dva pocitace R; a Rj; spojené sietou, ktoré st na dvoch od seba
vzdialenych miestach. Oba pocitace maji uchovavat rovnaku databazu.
Pévodne pracovali oba pocitace s rovnakymi databazami. Postupom c¢asu
ich obsah dynamicky menime takym spésobom, Ze sticasne vykondvame
zmeny v oboch databézach a usilujeme sa, aby na oboch miestach boli
rovnaké vSetky informacie o skimanych objektoch (napr. o DNA sekven-
cidch). Prirodzene ¢as od ¢asu chceme aj preverit, ¢i su databzy v R
a v Rj; naozaj rovnaké.

Toto preskusanie si teraz zidealizujeme v zmysle matematickej abstrakcie.
Obsahy databaz budeme povazovat za postupnosti bitov. Takze v paméiti
poéitaca Ry je postupnost = dizky n bitov

T = T1X2X3...Tp—-1Tp,
v pamiiti pocitaca Ry je tiez postupnost n bitov, ozna¢me ich ako

Y =Y1Y2Y3 - - - Yn—1Yn-
Ulohou je s vyuzitim komunikécie cez siet preverit, ¢i z =y (obr. 6.1).

Aby sme vyriesili tito komunika¢nii ilohu, mali by sme navrhnit stra-
tégiu komunikécie (komunikaény protokol). Zlozitost komunikacie,
a tym aj zlozitost rieSenia meriame poétom bitov, ktoré si cez komuni-
kacny kanal vymenia R; a Rjy.
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R; komunika¢ny kanal Ry
pamét pamét
T1X2T3 ... 0Ty Y192Y3 - - - Yn
obr. 6.1

Zial, d4 sa dokazat, Ze lubovolny komunika¢ny protokol na riesenie tejto
ulohy sa nevyhne vymene n bitov. Takze naivné rieSenie, pri ktorom R;
posle cely obsah svojej paméti xixs...x, pocitacu R;; a Rj; ho bit
po bite porovna s obsahom svojej pamiiti, je vlastne najlepsou moznou
stratégiou. Ked je n velmi velké, napr. n = 10'® (¢o zodpoveda asi 250000
DVD) st komunika¢né néklady prilis vysoké. A to neberieme do tvahy,
7e spolahlivé prenesenie takéhoto mnozZstva tdajov je nerealistické usku-
toc¢nit bez straty alebo zmeny jediného bitu.

Nasim cielom je navrhnat komunika¢ny protokol vyuzivajuci ndhodu, kto-
rym sa tato uloha bude dat realizovat

4 - [logy(n)]

komunika¢nymi bitmi’. Vidime, Ze uSetrime exponenciélne na zlozitosti.
Pre n = 10'6 posleme napriklad len 256 namiesto 106 bitov!

Kvoli nazornosti budeme namiesto porovnavania dvoch postupnosti bitov
porovnavat dve prirodzené ¢isla. Preto budeme interpretovat postupnosti
T=2x1...Tp &Y =1Y1...Yn ako binadrne zapisy cisiel:

n
Cislo(z) = Z 2
i=1

n
Cislo(y) = ZQ”‘i-yi.
i=1

V pripade, Ze vam tieto vzorce ni¢ nevravia, nemusite sa nimi zapodievat.
Dolezité je len vediet, Ze
Cislo(z) je prirodzené &islo, ktorého binarnym zépisom je x
a ze
0 < Cislo(z) < 2" — 1.

"Pre realne &slo 7, oznacujeme [r] jeho hornu celu ¢ast, ¢o je zaokrihlenie realneho
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Analogicky plati, Ze

0 < Cislo(y) < 2" — 1.

Prirodzene, Ze pre n = 10'® mézu byt tieto éisla obrovské. Uz pre n =

105 = 1000000 st priblizne
21 000 000

a maju asi 300000 cifier v desiatkovej ¢iselnej ststave .

Je zrejmé, ze x je identické s y prave vtedy, ked Cislo(z) = Cislo(y). Takze
sa mozeme ststredif na porovnéavanie ¢isiel Cislo(x) a Cislo(y) v nasom
randomizovanom protokole.

Uloha 6.1 Pre tych, ¢o to chcti pochopif detailnejsie: Postupnost 10110 pred-
stavuje ¢islo:

1-2440-224+1-2241-21+0-2°

= 1-16+0-8+1-4+1-2+0-1
= 16+4+2=22.

Cislo(10110)

Ktoré ¢islo je zakédované postupnostou bitov 1010017 Ak4 je bindrna reprezen-
tacia ¢isla 1337

Komunika¢ny protokol vyuzivajaci ndhodu bude pre vstupy x;...x, a
Y1 ...yn dlzky n, zodpovedat ndhodnému vyberu jednej deterministickej
stratégie (protokolu) z vicsieho poétu moznosti. Pocet moznych stratégii
sa bude rovnat po¢tu prvoéisiel mensich ako n?.

V dalsom pre Ilubovolné kladné celé ¢islo m oznacujeme:
PRIM(m) = {p je prvocislo | p < m}
mnozinu vSetkych prvocisiel v intervale od 1 pom a
Prvoé(m) = |PRIM(m)]
oznacuje pocet prvocisiel v PRIM(m).
Zvysok po celociselnom deleni a : b oznacujeme

r = a mod b.

Napriklad plati, ze 2 = 14 mod 3, lebo 14 : 3 = 4 a zvySok je r =
14-3-4=2.
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Ked chiapeme delenie a : b ako celociselné a vysledok je ¢ a zvysok r,
potom mézeme pisat:

a=b-c+r,
kde r < b. V nasom priklade st a = 14 a b = 3, celoc¢iselny podiel je ¢ = 4
a zvySok je r = 2. Teda mozeme pisat:

14=3-4+42,
pricom r =2 < 3 =0.

Teraz modzeme nasledujicim spoésobom opisat protokol vyuzivajaci né-
hodu na porovnanie x a y (lepsie povedané na porovnanie éisiel Cislo(x)

a Cislo(y)).

SVEDOK - Komunika¢ny protokol vyuzivajaci nahodu na dé-
kaz zhodnosti.

Vychodiskova situacia: Pocita¢ Ry ma n bitov z = 2129 ... 2,
(to znamena ¢islo Cislo(z), 0 <
Cislo(z) < 2" —1).
Pocita¢ Ryy ma n bitov y = y1y2 ... yn
(teda &islo Cislo(y), 0 < Cislo(y) <
n 1),

1. faza: R; si ndhodne zvoli prvocislo p z PRIM(n?). Kazdé prvo-
¢islo v PRIM(n?) m4 rovnaki pravdepodobnost, ze bude
zvolené.

2. faza: R; vypocita ¢islo:
s = Cislo(z) mod p

(teda zvysok po deleni é&isla Cislo(x) ¢islom p) a posle Rj;
binarnu reprezentaciu:

sanp.

3. faza: Po obdrzani s a p pocita¢ Ry vypocita Cislo:
q = Cislo(y) mod p.

V pripade, Ze q # s, vrati Ry odpoved st rozliéné“.
V pripade, 7ze ¢ = s, vrati R;; odpoved ,si rovnaké“.

Prv ako budeme skiimat komunika¢nt zlozitost a spolahlivost protokolu
SVEDOK, ilustrujeme si na konkrétnom priklade, ako pracuje.
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Priklad 6.1 Nech su z = 01111 a y = 10110.

Takze
Cislo(#) = 1-2241-2241-2'4+1-20=84+4+2+1=15,
Cislo(y) = 1-2*+1-224+1.2' =16+4+2=22

a
n = 9.

Teda méame n? = 25 a dostaneme
PRIM(nQ) ={2,3,5,7,11,13,17,19, 23}.

Preto si komunikaény protokol SVEDOK voli jedno z 9 prvocisiel, a teda
aj jeden z 9 deterministickych protokolov.
Predpokladajme, Ze Ry si zvoli prvoéislo 5. Potom dalej pocita:

s=15mod 5 =0

a posle ¢isla p =5 a s = 0 pocitacu Ry;. Pocita¢ Ry pocita:
q=22mod5=2.

Pretoze 2 = q # s = 0, odpoveda Rj; spravne, ze
»T a y su rozliéné“.

Predpokladajme, 7Ze si Ry z PRIM(25) vyberie prvoéislo 7. Vtedy R
spocita:

s=15bmod 7=1

a posle pocitacu Ryy ¢isla p =7 a s = 1. Pocita¢ R;; pocita:
q=22mod 7=1.

Pretoze ¢ = s = 1, Rj; odpovie nespravne:
»T a y su rovnaké®.

Vidime, ze SVEDOK sa moze mylif a pre niektoré volby prvocisla odpovie
nespravne. O

Uloha 6.2 Je este iné prvocislo z PRIM(25), ktoré pre = 01111 a y = 10110
sposobi, ze SVEDOK odpovie nespravne?

Uloha 6.3 Nech st vstupy = = y = 100110. MozZe sa stat, ze SVEDOK odpovie
nespravne, ze ,x # y“ z dovodu, Ze si zvolil nevhodné prvocislo?
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Uloha 6.4 Uvazujte, ze vstupom st = 10011011 a y = 01010101. Urcte
presne, kolko prvocisiel sposobi, Zze SVEDOK odpovie nespravne ,,.x = 3“, a kolko
prvocisiel sposobi, ze SVEDOK odpovie spravne ,x # y“!

Pozrime sa najprv na zlozitost komunikécie protokolu SVEDOK. Kazdé
z ¢isiel Cislo(z) a Cislo(y), ktoré porovnavame, je reprezentované n bitmi,
nachadzaju sa teda v intervale od 0 po 2" — 1. Aby sme sa vyhli posiela-
niu velkych ¢isiel, posiela pocita¢ R; v protokole SVEDOK len dve ¢isla
mensie ako n?, konkrétne prvoéislo p € PRIM (n?) a zvy$ok po deleni
¢islom p. Cislo mensie ako n? sa da zapisaf binarne pomocou

[logy n?] <2 [logy n]
bitov.
Pretoze protokol SVEDOK posiela dve ¢isla p a s a kazdé sa da zapi-

sat presne® 2 [log, n] bitmi, teda celkovo sa v protokole SVEDOK posle
presne:

4 - [logyn]
bitov.

Pozrime sa, ¢o presne to znamena pre n = 10'®. Najlepsi deterministicky
protokol sa nevyhne vymene aspon

10" bitov.
Néasmu randomizovanému protokolu SVEDOK staci vzdy
4 - [log,y(10'°)] <416 - [log, 10] = 256 bitov.

Rozdiel vo vynaloZenej namahe na poslanie 256 bitov a 10'® bitov je ob-
rovsky. Aj keby bolo bezpeéné prenesenie 10'6 bitov uskutocénitelné, na-
klady na prenos 256 bitov a 10'¢ bitov sti neporovnatelné. Za ttito neuve-
ritelnt sporu v komunikacnej zlozitosti zaplatime stratou istoty, ze vzdy
dostaneme spravnu odpoved porovnania. Teraz si kladieme otdzku:

Akd velkd je miera nespolahlivosti, ktorou platime za drastické
znizenie komunikacnych ndakladov?

Stupen neistoty, ze vypocitany vysledok je spravny, nazyvame v informa-
tike pravdepodobnost chyby. Presnejsie, pravdepodobnost chyby
pre dva vstupné retazce = a y je pravdepodobnost:

Chybagy gpok (%, Y),

8V pripade, #e by bol zapis kratsi ako 2 [log, n], mézeme ho doplnit na zaciatku zopar
nulami tak, aby mal presne tuto dizku.
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ze SVEDOK odpovie nespravne na vstup z a y (ked je obsah paméti Ry
retazec x a obsah paméti R refazec y). Pre rozliéné vstupy (pociatocné
situacie) = a y moze byt Chybasyrpox(z,y) rozna. Nasou tlohou je
ukézat, ze pravdepodobnost chyby je velmi malé pre vSetky mozné vstupy
ray?

,Akd je presne pravdepodobnost chyby pre v a y a ako sa dd
urcit?%

Protokol SVEDOK si pre vstupné refazce x a y dizky n nadhodne zvoli
prvocislo z PRIM(n?). T4to volba prvoéisla rozhodne, & protokol da
spravnu alebo nespravnu odpoved. Preto si rozdelime mnozinu prvocisiel
PRIM(n?) na dve ¢asti. VSetky prvoéisla, ktoré v protokole SVEDOK
daji pre z a y spravnu odpoved, nazveme:

dobré pre (z,y).
V priklade 6.1 bolo prvoéislo 5 dobré pre (01111, 10110).

Ostatné prvodisla, ktorych volba vedie pre (x,y) k nespravnemu vysledku
nazyvame:
zlé pre (z,y).

Ako sme videli v priklade 6.1, je prvocislo 7 zlé pre (01111, 10110). Pretoze
pre kazdé z Prvoé(n?) prvoéisiel z PRIM(n?) je rovnako pravdepodobné,
ze bude zvolené, plati:

pocet zlych prvodisiel pre (z,y)
Prvoc(n?) '

Chybagy ppor (T, y) =

teda pravdepodobnost chyby je pomer poctu zlych prvocisiel v urne k po-
¢tu vsetkych prvocisiel v urne. To je jednoduché tivaha, ktort si mézeme
nézorne ukazat na priklade. Ked mame v urne 15 gulic¢iek, z ktorych su
prave tri biele, potom je pravdepodobnost toho, Ze si vytiahneme bielu
gulicku presne % = % Inak povedané, 20% vsSetkych guli¢iek v urne je
bielych, a preto mézeme ocakévat, Ze pri opakovanych tahoch vytiahneme
bielu gulicku v 20% pripadov. Analogicky, ked ma SVEDOK v PRIM(7?)
15 prvodisiel a dve z nich vedd pre = a y k nespravnej odpovedi, je prav-

depodobnost chyby 2/15.

9V tomto smere kladieme na (randomizované) systémy a algoritmy vyuzivajice nahodu
velmi vysoké poziadavky. Pre kazdy jeden vstup pozadujeme vysoku pravdepodobnost
toho, aby bol vysledok spravny. To je v protiklade s takzvanymi pravdepodobnost-
nymi postupmi, v ktorych pozadujeme len to, ze spravny vysledok dostaneme s velkou
pravdepodobnostou na Statisticky vyznamnej podmnozine pripadov problému.
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Na obrazku 6.2 znazornujeme opisant situdciu. Nasou tlohou je ukézat
pre vSetky pary postupnosti bitov = a y, ze pocet zlych prvocisiel pre x a
y je vyrazne mensi ako pocet vietkych prvoéisiel v mnozine PRIM(n?).

prvodisla dobré pre
vstup (x,y)

prvocisla
zlé pre (z,vy)

obr. 6.2

Aké velkd je mnozina PRIM(m)? Jednym z najvicsich a najdolezitejsich
objavov matematiky'? je veta o prvoéislach, ktora hovori, Ze

Prvoé(m) je priblizne ﬂ,
Inm

kde Inm je prirodzeny logaritmus ¢isla m. Veta o prvocislach tvrdi: pr-
vocisla st rozptylené medzi prirodzenymi ¢islami relativne husto, pretoze
priblizne kazdé Inm-té cislo je prvocislo. Pre nase vypocty si vezmeme
konkrétny vysledok, ktory plati pre vsetky prirodzené cisla m > 67,
. m
Prvoé(m) > o
Pre nase Ucely sa nam bude hodit aj, Zze pre vSetky n > 9 plati

n2

Prvoé(n? :
rvoc(n”) > o

Nas nasledujuci ciel je ukdzat, Ze
pre lubovolny vstup (x,y) je pocet zljch prvocisiel pre (x,y)
nanajvys n — 1,

teda podstatne menej, ako n%/(2Inn).

Pri skimani, aké je pravdepodobnost chyby, budeme rozliSovat dva pri-
pady v zavislosti od vztahu medzi x a y.

1. pripad x = y, ked je spravna odpoved ,rovnaké.

V pripade, Ze x = v, plati aj, ze Cislo(x) = Cislo(y). Bez ohladu na to,
aké prvocislo zvolime, plati:

s = Cislo(z) mod p = Cislo(y) mod p = ¢,

10Presnejsie tedrie Eisiel v matematike.
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a teda s = ¢. Vyjadrené v prirodzenom jazyku, ked prvocislom p delime
dve rovnaké ¢isla, musia byt aj oba zvysky po deleni rovnaké. Protokol
SVEDOK odpovie spréavne pre vietky prvocisla p z PRIM(n?). Preto plati
pre vSetky refazce x, Ze

Chybagsy gpok (#, ) = 0.
Takze chyba sa moze vyskytnuf len v pripade rozli¢nych vstupnych re-
tazcov = a y.
2. pripad x # y, ked je spravna odpoved ,rozli¢né“.

Ako sme uz uréili pre x = 01111 a y = 10110 v priklade 6.1, je pravde-
podobnost chyby nenulové, lebo pre p = 7 protokol odpovie nespravne
,rovnaké®.

Vseobecny horny odhad n — 1 poctu zlych prvocisiel pre (z,y) takych,
ze |x| = |y| = n, ndjdeme tak, ze budeme skimaft vlastnosti tychto zlych
prvocisiel.

Prvocislo p je pre (z,y) zlé, ked st rovnaké zvysky po deleni éisiel Cislo(x)
a Cislo(y) prvoéislom p, to znamena ked plati:
s = Cislo(x) mod p = Cislo(y) mod p.
Rovnost
s = Cislo(x) mod p

neznamena nic¢ iné, len ze:
Cislo(z) = hy - p+ s,

kde h; je vysledok delenia ¢&isla Cislo(z) prvocislom p a s < p je zvySok
po deleni.

Analogicky mozeme pisat:
Cislo(y) = hy - p+ s,

kde sa p nachadza h, krat v Cislo(y) a s je zvySok.'! Predpokladajme,
7e plati Cislo(z) > Cislo(y). (V pripade, Ze plati Cislo(y) > Cislo(x),
mozeme pri analyzovani situdcie postupovat analogicky). Vypocéitajme
Rozd(z,y) = Cislo(z) — Cislo(y)

" Napriklad pre 2 = 10110 je Cislo(z) = 22 a pre p = 5 je Cislo(z) = 22 =4 -5 + 2, kde
h: =4 a s =2 je zvysok.
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Cislo(z) hy -p+s
—Cislo(y) —hy-p—s5
Rozd(z,y) hy-p—"hy-p

teda pre rozdiel Rozd(x,y) plati:

Rozd(z,y) = Cislo(z) — Cislo(y) = hy - p — hy - p = (ha — hy) - p.
Dosledkom je, ze p deli ¢islo Rozd(z,y) = Cislo(z) — Cislo(y). Inymi
slovami:

Prvocislo je zlé pre (x,y) prdve vtedy, ked p deli ¢islo
Rozd(z,y) = Cislo (z) — Cislo(y).

Co nam to pomdze? Nasli sme rjchly sposob ako uréit, & je prvocislo zlé.
Priklad 6.2 Nech méa pocita¢ R; refazec bitov z = 1001001 a R;; ma
y = 0101011, oba dizky n = 7. Ulohou je najst mnozinu zljch prvoéisiel.
Najprv ur¢ime mnozinu prvocisiel:

PRIM(n?) = PRIM(49)
= {2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31, 37, 41,43, 47},

z ktorej sa v protokole SVEDOK nahodne vyberé prvocislo. Podla nasho
zistenia su pre (1001001,0101011) zlé préave tie prvocisla, ktoré delia roz-
diel

Rozd(1001001,0101011) = Cislo(1001001) — Cislo(0101011)
= 73 —43 = 30.
Okamzite vidime, Ze 2, 3 a 5 st jediné prvocisla z PRIM(49), ktoré delia

30, preto su 2, 3 a 5 jediné zlé prvoécisla pre (1001001,0101011). Takze
dostavame, ze

3 3 1

Uloha 6.5 Najdite vsetky zlé prvocisla pre nasledujice dvojice refazcov bitov.

(i) (01010,11101)
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(i) (110110,010101)
(iii) (11010010,01101001).

Ostéva nam odpovedat este na otézku:

»Ako ndm pomoze poznanie, ze zlé prvocisla delia Rozd(z, y)
urdit ich pocet?“

Pretoze obe ¢isla Cislo(x) aj Cislo(y) stt mensie ako 2" plati aj, ze
Rozd(z,y) = Cislo(z) — Cislo(y) < 2.

Chceme ukézat, Ze ¢islo men$ie ako 2™ moéze mat najviac n — 1 prvo-

¢initelov (prvocisiel, ktoré ho delia). Aby sme to ukézali, vyuZijeme int

znamu vetu z hodin skolskej matematiky - zdkladna vetu aritmetiky. Tato
hovori, ze

kazdé prirodzené ¢islo sa dd jednoznacne vyjadrit ako sucin
prvocisiel.

Plati napriklad:
5040 =2-2-3-3-3.5-11=22.3%.5.11,
a teda 5940 mé 4 prvocinitele 2,3,5 a 11.

Nech st p1,p2, ps, - . ., pr vSetky prvodcinitele nasho ¢isla Rozd(z, y) a nech
p1 < p2 < p3 < ...< pg. Plati, ze p; > 2 (najmensie prvocislo). Vo vse-
obecnosti vidime, ze pre vSetky ¢ plati p; > ¢. Takze dostédvame:

Rozd(z,y) = plf -p? -p? N -pi;’“

pre i; > 1 pre vsetky j od 1 po k a mozeme pisat:

Rozd(z,y) > pi-p2-p3-... Dk
> 1-2-3-... -k
= k!

Kedze Rozd(z,y) < 2" a zaroven Rozd(z,y) > k! (ako sme prave ukézali),
dostaneme:

2" > k!
Pretoze pre n > 4 plati, ze n! > 2", musi byt k mensie ako n, ¢im sme
dosiahli vytycéeny ciel, ze

k<n-—1.
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To znamen4, Ze pocet prvocinitelov Rozd(z,y) je najviac n — 1, a tak je
pocet zlych prvodisiel pre (x,y) najviac n — 1.

Kone¢ne mozeme zhora ohranicit pravdepodobnost chyby protokolu SVE-
DOK pre (x,9),z # y. Pre vietky dvojice refazcov bitov (z,y) dizky
n > 9 plati

pocet zlych prvodisiel pre (z,y)
Prvoc(n?)

Chybagy gpor(r,y) =
- n—1
~— n?/lnn?

2Inn

n

Takze pravdepodobnost chyby protokolu SVEDOK pre rozne obsahy da-
tabdz x a y je najviac 2Inn/n, ¢o v nasom pripade, ked n = 101 je
najviac
0,73683
1014

V priklade 6.2 sme videli, Ze pravdepodobnost chyby bola relativne vy-
sokd (1/5). Je to preto, lebo pravdepodobnost chyby sa zmensuje, ¢im je
vstup vicsi. Preto sa v pripade malych vstupnych tdajov s velkostou nie-
koTko tisic bitov odporicéa porovnavanie vykonat deterministicky, pretoze
néklady st v takomto pripade tak, ¢i tak zanedbatelné. Randomizovany
protokol sa oplati pouzit az v pripade dlhsich vstupov.

Uloha 6.6 Aka je pravdepodobnost chyby pre vstupné udaje dizky n = 103
an = 10*? Od akej dizky by ste doverovali randomizovanému protokolu SVE-
DOK?

Uloha 6.7 Uréte presne pravdepodobnost chyby protokolu SVEDOK pre na-
sledujtce dvojice (z,y).

(i) (00011011,10101101)
(i) (011000111,000111111)
(iii) (0011101101,0011110101).

Préve sme zazili zézrak. Randomizovany postup si vie efektivne poradit
s tlohami, ktoré sa nedaji v praxi vyrieSit deterministicky kvéli nevy-
hnutnym vysokym nakladom. Pozname viaceré problémy, ktoré sa prak-
ticky nedaju vyriesit s deterministickymi algoritmami, pretoze aj naje-
fektivnejSie z nich maju exponencidlnu zlozitost. Mnohé z nich rieSime
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v praxi denne a c¢asto to vieme uspesne vykonat len vdaka vyuzitiu né-
hody. Cela e-komercia, a teda aj online banking a online nakupovanie
by nebola moznéa bez softvéru, v ktorom st implementované algoritmy
vyuzivajuce ndhodu. Pre tych, ¢o hladaju absolitnu istotu, je to vlastne
zl4 sprava. Ale pre tych, ktori st si vedomi rizika, vedia s nim pocitat
a udrzat ho malé, si programy vyuzivajice ndhodu genidlnym riesenim.

Teraz je nacase zbavit zazrak kuzla. Radi by sme sa dopéatrali, preco vy-
uzitie ndhody vycaruje takyto ohromny efekt a toto porozumenie by sme
mali chapat ako normaélne spravanie sa veci okolo nas.

Zacnime nase uvahy spochybnenim toho, ¢o sme doteraz predstavili. Vi-
deli sme, ze protokol SVEDOK vyuzivajici ndhodu pracuje skutoc¢ne
efektivne a velmi spolahlivo. St naozaj pravdivé nase nedokdzané tvr-
denia, ze najlepsi deterministicky protokol pre nasu komunika¢nt tlohu
vyzaduje pre niektoré vstupy vymenu n bitov? A Ze pre vicSinu vstu-
pov (x,y) je potrebnych skoro n komunikaénych bitov? Preco by prave
na tomto mieste nemohol ¢itatel zapochybovat? PretoZe tvrdenia ozaj
vyzeraju podozrivo.

Podme hlbsie do podstaty veci a pozrime sa eSte raz na obréazok 6.2. Dobré
prvocisla pre (z,y) nazyvame svedkovia rozliénosti  od y. Hovorime,
ze prvocislo p dosvedc&uje skutocnost x # y, ked plati

Cislo(z) mod p # Cislo(y) mod p.
Prvodislo ¢ nie je svedok rozli¢nosti = a y, ked
Cislo(z) mod p = Cislo(y) mod p.

Teda dobré prvocisla pre (z,y) st svedkovia pre (x,y) a zlé prvocisla
pre (z,y) nie st svedkovia pre (x,y). Po tomto premenovani vi-
dime, Z%e préaca protokolu SVEDOK je zaloZend na hladani svedkov toho,
ze & # y“. Ked ndhodne vyberieme svedka toho, ze ,x # y“, pokracu-
jeme deterministicky dalej a spolahlivo dostaneme spravny vysledok. Ked
si vyberieme nie svedka, nevyhnutne prideme k zlému vysledku. Cely pro-
tokol pracuje spravne s vysokou pravdepodobnostou preto, lebo v mnozine
PRIM(n?) st skoro sami svedkovia. Velkost skupiny nie svedkov je oproti
Prvoé(n?) takd mala, Ze pravdepodobnost ndhodného vyberu nie svedka
je tiez velmi mald. A teraz pride dovod na pochybnosti.

Ked mnozina kandiddtov na svedkov obsahuje len skoro sa-
mych svedkov, preco si z nich nevieme deterministicky jedného
vybrat a po krdtkej komunikdcii ilohu spravne vyriesit? Deter-
ministicky si vybrat svedka znamend odstrdnit iplne vyuZitie
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ndhody a takto by sme mohli potencidlne vytvorit na riesenie
ulohy efektivny deterministicky protokol.

Ako rozpozname, Ze tento na prvy pohlad prijatelny napad sa neda usku-
toénit? Prirodzene, moézeme poskytnif matematicky dékaz neexistencie
efektivneho deterministického protokolu na riesenie tejto tlohy. To vedie
k dvom problémom. Tento dokaz nie je fazky pre skiseného informatika
a matematika, ale vyzaduje vedomosti, ktoré nemozeme ocakavat u vse-
obecného publika. A po druhé ani pochopenie dékazu nepomoze porozu-
miet, preco predkladand idea derandomizacie nefunguje. Z jeho argumen-
tacie vyplyva, ze sa to neda, ale skutocné dévody zostanti nevyjasnené
a tajomné. Preto sa pokusime len o intuitivne pribliZzenia sa k podstate
problému a pritom si prehlbif nase chapanie vyuzitia ndhody.

Neexistuje efektivny'? deterministicky algoritmus, ktory by uréil svedka,
lebo z pohladu oboch poéitacov Ry aj Rjy

su svedkovia ,nahodne” rozptyleni medzi vsetkymi kandidatms.

Co to znamend presnejsie? Ked poznéte x, ale o y viete len velmi mélo,
nemusite vystacit pri hladani svedka pre (x, y) ani s viacerymi pokusmi. Je
to preto, lebo pre rozne vstupy dizky n st svedkovia v mnozine kandidatov
PRIM(n?) rozdeleni tiplne inak. Neexistuje pravidlo, podla ktorého by
sme s obmedzenymi vedomostami o vstupe vedeli vypocitat svedka. Preto
vyzerd z pohladu poéitacov Ry a Rjy; obsah nadoby s kandidatmi ako
pravy chaos (chaotickd zmes svedkov a nesvedkov). Prave v tom vizi
jadro tspechu vyuzitia nahody.

obr. 6.3: Chaotické zmes svedkov a nesvedkov.

Vedeli by sme efektivne vyriesit viaceré problémy, keby sme mali svedkov
spravnej odpovede. V praxi ale nijakych svedkov nedostaneme. Ked ale

12yzhladom na komunikaént zlozitost
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vieme vytvorit mnozinu kandidatov na svedkov a vieme, zZe v nej je vela
svedkov, hoci aj chaoticky sa vyskytujucich, stoji za to vylovit niekoho
néhodne. Ked je rozdelenie svedkov medzi kandidatmi ozaj ndhodné a javi
sa preto ako chaotické, nem4 nijaky deterministicky postup Sancu ndjst
svedka efektivne.

Pri hladani efektivnych algoritmov vyuzivajucich ndhodu vyuzivame ¢asto
nasledujtci postup. Hladdme takych svedkov, ktori maju tieto tri vlast-
nosti:

(i) Ked mame pre vstup svedka, vieme efektivne deterministicky vy-
poditat spravny vysledok.

(ii) Ked mame pre vstup kandidata na svedka, vieme efektivne preverit,
¢i je svedok alebo nie.

(iii) Svedkovia sa hojne vyskytuju v mnozine kandidatov.

Na zaklade vlastnosti (iii) nazyvame tito metédu navrhu algoritmov vy-
uzivajucich ndhodu metéda hojnosti svedkov. Velky pocet svedkov je
dobré vec. Ako podla potreby zvysit ich vyskyt, je téma nasledujiceho
odseku.

6.4 Co modzeme urobit, ked zakaznik pozaduje
vysokt mieru istoty?

Cela histéria ludstva je sp#ta s hfadanim istoty. Co sme? Co tu hladdme?
Co mame urobif, aby sme si zabezpeéili ,,peknti“ budtcnost alebo aspoi
nejaka budtcnost? Zivot a veda nas poudili, ze hladanie absolttnej is-
toty je nezmyselné, ba moze sa stat osudnym. Usilovat sa o neexistujicu
absolutnu istotu znamend aj mnohého sa nezmyselne zriect a ¢asto skon-
¢it v slepej ulicke. Typické nésledky st rezignacia, frustracia a depresie.
Ked ale akceptujeme neistotu a spolu s 1iou aj ndhodu ako neoddeliteln
stucast zivota a nauc¢ime sa s tfiou zit, objavime namiesto frustracie moz-
nosti, ktoré sa ndm otvoria po vzdani sa neexistujtcich istét. Slepé ulicky
viac nebudu slepymi ulickami a budtcnost bude matf nepreberné mnoz-
stvo podéb. Presne tak to bolo aj v nasom priklade z predchadzajtcej
Casti a eSte CastejSie je aj v algoritmike. Situdcia vyzerajica na pohlad
beznadejne, pretoze kazdy protokol riesiaci nasu tlohu ma prilis vysoké
komunika¢né naroky. Vymena nedosiahnutelnej ideélnej absolitnej istoty
za prakticku istotu poskytuje dobré moznosti na riesenie. V inych po-
dobnych situdcidch sa ndm nemusi vzdy bezpodmieneéne podarit najst
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pocetnych svedkov ako v nasom komunikac¢nom protokole. Niekedy tvoria
naozajstni svedkovia len zlomok poctu vSetkych kandidatov na svedkov.
V takych pripadoch sa moéze zvysit aj pravdepodobnost chyby, a to az
natolko, Ze je to v praxi neakceptovatelné. Cielom nasledujiceho odseku
je ukazat, ako tuspesne zvladnut takéto situécie.

Zac¢nime s prikladom nagho komunika¢ného protokolu. Pre n = 106 bola
pravdepodobnost chyby najviac 0.74 - 1074, Predstavme si, Zze mame
zdkaznika, pre ktorého je spravnost vysledku protokolu enormne dolezita
a zeld si este vyssiu mieru istoty. Napriklad povie:

,,Chcem aby bola pravdepodobnost chyby takd mald, Ze ked
protokol pouzijem tolkokrdt, kolko je vek vesmiru v sekunddch
vynasobeny poctom protonov vo vesmire, tak s pravdepodob-
nostou 1 : 1000000 nedostanem nespravny vysledok ani v jed-
nom z tohto ohromného poctu pokusov.“

Vieme splnit takéto prepiate poziadavky bez extrémneho zvicSenia zlo-
zitosti? Odpoved je ,,ANO“ a prv, ako si ukdzeme ako na to, urobime si
mali jednoducht tvahu z tedrie pravdepodobnosti.

Predstavme si, ze mame korektnti hraciu kocku. Hadzanie kockou ché-
peme ako ndhodny experiment, v ktorom je moznych presne 6 vysledkov
1,2,3,4,5 a6 a je rovnako pravdepodobné, Ze nastane lubovolny z nich,
teda pravdepodobnost kazdého je presne 1/6.

Predpokladajme dalej, Zze jediny nepriaznivy vysledok je pre nas, ked
padne ,1¢. VSetky ostatné vysledky st priaznivé. Preto je pravdepo-
dobnost nepriaznivého vysledku 1/6. Zmenme teraz pravidld. Hodime
kocku pétkrat za sebou a jediny nepriaznivy vysledok je, ked padni samé
,1“. Inak povedané, sme spokojni, ked z piatich vrhov aspon raz padne
na kocke nie¢o iné ako ,1¢. Ak4 velkd je pravdepodobnost, Ze nastane
nepriaznivy vysledok? Mame teda urcit, akd velkd je pravdepodobnost,
7e piatkrat za sebou padne ,1“. Pretoze tieto pokusy povazujeme za na-
vzéjom nezavislé!?, poéitame to takto. Jednu ,,1“ hodime s pravdepodob-
nostou 1/6. Dve ,,1“ za sebou hodime s pravdepodobnostou

11111 1 1

13Podrobné vysvetlenie, o znamena nezavislé, mozeme najst v [Hro04b).
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Co majt spolo¢né tieto iivahy s nasim protokolom? Vela. Na protokol vy-
uzivajuci ndhodu mozeme nazerat ako na ndhodny experiment, v ktorom
nepriaznivy vysledok zodpoveda ndhodnému vyberu nesvedka pre dany
vstup. Vyskumom protokolu sme zistili, ze pravdepodobnost nepriazni-
vého vysledku, a teda aj chyby je najviac

2Inn

n

Postupujme analogicky ako pri kockdch! Ked vyberieme ndhodne po sebe
10 prvodisiel, je jediny nepriaznivy vysledok, ked sa pri vSetkych desia-
tich prvoéislach nenajde svedok roéznosti medzi x a y. Desatkrat za sebou
vybrat prvocislo vedie k nasledujiicemu protokolu vyuzivajicom nahodu.

SVEDOK (10)
Vychodiskova situacia: Pocita¢ Ry ma n bitov x = x7 ...z, a pocitac
Ry méa n bitov y =y1...yn.

1. faza: R; si zvoli ndhodne 10 prvodisiel

p1,p2 - - - pro z PRIM(n?).
2. faza: Pre vSetky i od 1 po 10 vypocita Ry

s; = Cislo(z) mod p;
a posle binarnu reprezentaciu cisiel

P1,P2...P10,51,52...510

pocitacu Ryy.

3. faza: Po obdrzani 20 éisiel p1,ps ... p1o, S1,S2 - - - S10 vypocita Ry
q; = Cislo(y) mod p;

pre vsetky i =1,2...10.

V pripade, Ze aspon pre jedno i z 1,2, ... 10 dostaneme, Ze q; #
s;, vie Ry s istotou, ze x # y a da vysledok ,st rozne®.

Ked ¢; = s; pre vSetkych desaf j z 1,2...10, potom bud z =y
alebo x # y a nijaké z desiatich zvolenych prvocisiel nie je
svedkom toho, ze =z # y. V tomto pripade Rjy; odpovie st
rovnaké”.

Co sme si mohli véimnat? Ked plati z = y, odpovie SVEDOK(10) tak
isto ako SVEDOK zarucene spravny vysledok ,st rovnaké“. V pripade,
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ze plati z # y, moze odpovedat SVEDOK(10) nespravne iba v pripade,
ked nijaké z desiatich prvodisiel, ktoré si zvolil, nebolo svedkom pre x a y.
Ak je z desiatich pokusov ¢o len jeden svedkom pre x a y, napriklad py,
potom s4 # g4 svedéi o tom, Ze x a y nie st rovnaké a je zaru¢end spravna
odpoved ,st rozne“. Ked je pravdepodobnost toho, Ze v jednom pokuse
nevyberieme svedka najviac 2Inn/n, je pravdepodobnost toho, ze svedka
pre z a y nevyberieme v 10 pokusoch, v najhorsom

<21nn>10 210 (Inn)!0

n nlo0

Pre n = 106 je to najviac
0,4717
10141 °

Pocet sekind od velkého tresku vynasobeny po¢tom proténov vo vesmire
je mensi ako

10%
Vynechdme matematické zdoévodnenie toho, %e Sanca, Ze pri 10%° po-

uzitiach SVEDOK(10) dostaneme nespravnu odpoved je mensia ako 1
ku 10%.

Pravdepodobnost chybnej odpovede sme tym stlacili hlboko pod hra-
nicu vSetkych praktickych poziadaviek na obmedzenie vyskytu chyby.
A za tento zézrak platime velmi malo. Ked si ndhodne zvolime 10 prvo-
¢isiel namiesto jedného, komunika¢né naklady sa zdesatnésobia, ¢o zna-
mend, ze pre SVEDOK(10) budua

40 - [logyn] .

Tieto néklady st zanedbatelné. Vidno to, ked pre n = 106 zistime,
ze SVEDOK(10) potrebuje komunikovat len

2560 bitov.

Pretoze SVEDOK(10) je desat opakovani protokolu SVEDOK, v infor-
matike hovorime, Ze

so zvysenim poctu opakovani (pokusov ndjst svedka) rastie zlo-
Zitost linedrne a pravdepodobnost chyby sa zmensuje exponen-
cidlne.

Je to vlastne asi najpriaznivejsia situécia, akd vobec moze nastat.

Nas algoritmus SVEDOK(10) vyuzivajici ndhodu je prakticky spolahli-
vejsi ako hocifo, ¢o modZeme asociovat s pojmom bezné spolahlivost. Je
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to preto, lebo uz aj SVEDOK bol vlastne velmi spolahlivy. Metédou opa-
kovanych pokusov dokdzeme pravdepodobnost chybného vysledku pod-
statne znizit aj v pripade, ked je nevelkd pravdepodobnost, Zze svedok bude
vybrany spomedzi kandidatov v jednom pokuse. V nasledujicich cvice-
niach prenechame ¢itatelovi, aby pouzil predstavené myslienky, a prehibil
si tak pochopenie sily randomizacie.

Uloha 6.8 Nech je A tiloha, pre ktorti vietky zname deterministické algoritmy
na jej rieSenie maju zlozitost aspoti 2". Obsahom tlohy A je rozhodnut, ¢i vstup
x mé alebo nemé urcitu vlastnost. Pre z velkosti n mame sposob sveddéenia
s nasledujicimi vlastnostami:

(i) Ked je z svedkom pre x, potom sa vieme v ¢ase potrebnom na vykonanie
10 - n? operéacii presveddéit, ze £ méa Zeland vlastnost. V pripade, Ze z nie
je svedkom, algoritmus nie je schopny urcit, ¢ x mé alebo nem4 Zelant
vlastnost. Na urcenie, Ze z nie je svedkom pre x potrebuje algoritmus tiez
¢as 10 - n2.

(ii) Pocet svedkov v mnozine kandidatov je aspon polovica (t.j. pravdepodob-
nost, ze vyberieme svedka je aspon 1/2).

Zadanie ulohy:

1. Navrhnite algoritmus vyuzivajici ndhodu, ktory sa 20 kréat pokisi vybrat
svedka z mnoziny kandidatov. Ak4 je zlozitost a akd je pravdepodobnost
chyby algoritmu?

2. Zékaznik si zeld algoritmus, ktory vyriesi tilohu A s pravdepodobnostou
chyby najviac 1 k 10°. Kolko pokusov na vyber svedka nevyhnutne potre-
bujeme? Aka je zlozitost takéhoto algoritmu?

Uloha 6.9 Vyrieste tlohu 6.8 v pripade, ked je splneny predpoklad (i) a na-
miesto (ii) plati jedna z nasledujtcich podmienok:

a) Podiel svedkov v mnozine kandidétov je presne 1/6.
b) Podiel svedkov v mnozine kandiddtov je iba jedna n-tina, pricom n je
velkost vstupnych tdajov.

6.5 Co sme objavili?

Ked trvame na stopercentnej teoretickej zaruke, Ze vypocitané rieSenie
jednotlivych pripadov danych tloh je vzdy spravne, mozeme sa ocitniit
v bezvychodiskovej situacii. Vsetky algoritmy, spliiajice poziadavku ab-
solutnej spolahlivosti, vyzaduja také vypoctové naklady, ktoré ich robia
prakticky neuskutocnitelnymi. Pozname priklady problémov, pri ktorych
najlepsie zname algoritmy vyzaduju viac ¢asu ako je vek vesmiru a viac



6.5 CO SME OBJAVILI? 201

energie ako je v celom vesmire. RieSenie takychto problémov v pripade
pozadovanej absolitnej spolahlivosti je mimo fyzikalne realizovatelného.
A v tejto zdanlivo bezvychodiskovej situdcii zistime, ze moZzeme urobif za-
zrak. Zriekneme sa tak, ¢i tak nedosiahnutelnej absolitnej spolahlivosti
vypoc¢tu a budeme pozadovat iba, aby sme vypoditali s vysokou prav-
depodobnostou spravny vysledok pre kazdy pripad problému. Smieme
pritom pozadovat tak malt pravdepodobnost chyby, Ze mézeme hovorit
o zédmene hypoteticky absolutnej spolahlivosti za prakticka spolahlivost.
Tymto iba zdanlivym rezignovanim na maximalne poziadavky, pokial ide
o korektnost riesenia, vieme uSetrif obrovské mmnozstvo prace podcitaca.
Pri niektorych problémoch dosiahneme vdaka Sikovnému vyuzitiu ndhody
v algoritme na ich rieSenie skok od fyzikalne nerealizovatelného mnozstva
vypoctov k vypocétom, ktoré sa daju za par sekiind vykonat na beznom
pocitaci.

Naucili sme sa dve dolezité paradigmy névrhu systémov vyuzivajacich
nahodu. Metéda hojnych (pocetnych) svedkov odhalila najhlbsie korene
sily randomizécie. Svedok pre konkrétny pripad problému predstavuje
dodatoc¢nu informéciu, pomocou ktorej tento pripad vieme efektivne vy-
riesit, ¢o by sme bez svedka neboli schopni. Metéda méa dobré vyhliadky
na uspech, ked vieme néjst taky spdsob svedcenia, pri ktorom sa svedko-
via hojne vyskytuji medzi kandiddtmi. Vtedy vieme ndhodnym (podla
potreby aj opakovanym) vyberom s vysokou pravdepodobnostou ziskat
z mnoziny kandidatov svedka, napriek tomu, Ze nevidime moznost efek-
tivne uréit svedka deterministicky. Zakladna otazku, ¢i st tazké problémy,
ktoré vieme efektivne riesit randomizovane, ale nedaji sa riesit determi-
nisticky, mézeme vyjadrif re¢ou metédy hojnych svedkov takto:

V pripade, Ze pre tazké viypoctové problémy mdme len mnoZiny
kandiddtov na svedkov, v ktorych si nahodne rozptyleni (roz-
miestnent) casto sa vyskytugici svedkovia ndhodne, si tieto
problémy efektivne riesitelné randomizovane, ale nie si efek-
tivne riesitelné deterministickymi algoritmami.

Druhy doélezity princip navrhu randomizovanych algoritmov, ktory sme sa
naucili, je paradigma Zvgsenia pravdepodobnosti ispechu (rychle zmense-
nie pravdepodobnosti chyby) opakovanym spustenim navrhnutého systému
vyuzivajuceho nahodu. Desatnésobné opakovanie protokolu SVEDOK vy-
ustilo do protokolu SVEDOK(10), ktorého pravdepodobnost chyby sa pri-
blizovala k nule exponencidlne rychlo vzhladom na pocet opakovani. Pri-
tom zlozitost rastla vzhladom na pocet opakovani len linedrne. Situacia

.....
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efektivnosti dosiahnut (zdkaznikom) poZzadovant mieru spolahlivosti.

Kniha ,Randomisierte Algorithmen® alebo ,,Design and Analysis of Ran-
domized Algorithms“ [Hro04b, Hro05] podrobne predstavuje metodiku
tvorby systémov vyuzivajucich ndhodu pre zac¢iato¢nikov. Na jednej strane
sa snazi malymi krokmi vytvorit intuitivne pochopenie predmetu, na dru-
hej strane pouziva dosledne rigorézny jazyk matematiky, aby mohla po-
skytnat jednoznacné zdovodnenie vSetkych tvrdeni a vysledkov analyzy
algoritmov. Najpodrobnejsie a najhlbsie predstavenie témy randomiza-
cie ndjdeme v monografii ,Randomized Algorithms“ [MR95] od Motwa-
niho a Raghavana, ktora je velmi naro¢né a je uréend predovSetkym vy-
skumnikom a Studentom tejto oblasti. Lahdédkou pre labuznikov je kniha
»,Geschichte der Algorithmenentwicklung fiir den Primzahltest“ od Mar-
tina Dietzfelbingera [Die04], ktord je ovplyvnena konceptmi randomizacie,
najméi pouzitia metédy hojnych svedkov. Dalsie efektivne komunikac¢né
protokoly vyuzivajice ndhodu obsahuji knihy [KN97, Hro97]. Néjdete
v nich prezenticiu matematicky dokézatelnych vyhod randomizécie oproti
deterministickému pristupu. Zial, tieto knihy st matematicky naroc¢né,
a preto fazko pristupné pre Sirsie publikum.

Navody riesenia vybranych tuloh
Uloha 6.2 Nijaké prvoéislo okrem 7 z PRIM(25), nevedie k chybnej odpovedi
»su rovnaké“ pri pouziti SVEDOK pre z = 01111 a y = 10110.

Uloha 6.5 (i) Nech = 01010 a y = 11101. Preto plati n = 5 a do tvahy
berieme prvocisla z PRIM(52). Cisla zodpovedajice x a y si:

Cislo(01010) = 2°+2'=8+2=10
Cislo(11101) = 2*+2%+22+2°=16+8+4+1=29.

Aby sme uréili z1é prvocisla z PRIM(25), nemusime sktsat vSetky prvodisla.
Vieme, Ze kazdé zle prvodéislo musi delit rozdiel:

Cislo(11101) — Cislo(01010) = 29 — 10 = 19.

Cislo 19 je prvodislo, takze jediné prvocislo z PRIM(25) deliace 19, je samotna
19. Preto je 19 jediné zlé prvocislo pre 01010 a 11101.

Uloha 6.7 (i) Aby sme spoéitali pravdepodobnost chyby protokolu SVEDOK
pre z = 00011011 a y = 10101101, musime ur¢it velkost PRIM(8?) a pocet zlych
prvocisiel pre  a y v PRIM(8?).

PRIM(64) = {2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37, 41, 43, 47, 53,59, 61}
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a plati, ze |PRIM(64)| = 18. Dalej plati, ze

Cislo(z) = 2*+234+2'4+2°=16+8+2+1=27
Cislo(y) = 27 +2°4234+224+20=128+32+8+4+41=173.

Takze Cislo(y) — Cislo(z) = 173 — 27 = 146. Cislo 146 sa d4 rozlozif na prvoci-
nitele:
146 =2-73 .

Teda jediné prvoéisla, ktoré delia Cislo(y) — Cislo(z) = 146, st ¢isla 2 a 73.
Pretoze 73 sa nenachadza v PRIM(64), je v PRIM(64) presne jedno zlé prvocislo
pre z a y. Pravdepodobnost chyby je preto presne 1/18.

Uloha 6.8

1. Algoritmus sa skonéi, ked ndjde svedka pre x. V najhorSom pripade urobi
20 pokusov a kazdy pokus stoji najviac 10-n? operécii potrebnych na pre-
verenie, ¢ vybrany objekt je svedok. TakZe zloZitost algoritmu vyuziva-
jiceho nahodu je v najhorsom pripade 20 - 10 - n%. Ked vstup = nemé
hladant vlastnost, da algoritmus s istotou spravnu odpoved , NIE“. Ked
x mé vlastnost, moze algoritmus odpovedat nespravne ,NIE“ iba vtedy,
ked 20-krat po sebe nevyberie svedka. Pravdepodobnost, Ze pri pokuse ne-
vyberieme svedka, je najviac 1/2 (podla (ii)). Pravdepodobnost, ze v 20
po sebe idtucich pokusoch nevytiahneme svedka, je teda najviac

nN* 1 1
e T S 1.
<2> 5% ~ To4s576 ~ 00000

Takze pravdepodobnost chyby nie je mensia ako 1 k miliénu.

2. Kolko pokusov potrebujeme, aby sme stlacili pravdepodobnost pod 1/10°?
Vieme, ze 210 = 1024 > 1000. Takze 230 = (219)3 > 1000® = 10°. Teda
staci 30 pokusov, aby bola pravdepodobnost chybnej odpovede menej ako
1 k miliarde.






Z genialnej mySlienky sa daju odstranit vSetky slova.
Stanistaw Jerzy Lec

Kapitola 7

Kryptografia alebo ako spravit
zo slabiny prednost

7.1 Magicka veda sui¢asnosti

NajfascinujucejSou vedou dvadsiateho storocia bola pravdepodobne fy-
zika. Priniesla hlboké a fundamentédlne poznatky, ktoré podstatnym spo-
sobom zmenili nd$ pohlad na svet. Mnohé aplikdcie a interpretacie fy-
zikdlnych objavov, akymi st tedria relativity alebo kvantova mechanika,
posobia ako zazraky. Malokto veril, Ze nieco také je vobec mozné. Podla
mojho nazoru najmagickejsou vedeckou disciplinou sticasnosti je krypto-
grafia. Verili by ste, ze:

e kazdy sa moze presvedcit o tom, Ze vlastnite tajomstvo bez toho,
aby ste z neho ¢o len zlomok prezradili?

e Sifrovand spréva sa da poslat viacerym prijemcom tak, Ze tito ju
mozu desifrovat a precitat iba ked vSetci bez vynimky spolupracuju
(spoluvytvoria tajny klac)?

e sa dé elektronicky podpisat dokument tak, aby sa kazdy mohol pre-
svedCit o jeho pravosti, ale nikto nevedel elektronicky podpis sfal-
Sovat?

e vo verejnom rozhovore sa da s inou osobou dohodndf na tajnom
kIuci bez toho, aby sa pripadny nac¢tavajuci o fiom éokolvek dozve-
del?

Vsetko uvedené a mnoho dalSieho je mozné. Jednoducho ¢ista ,magia“!
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KomunikAcia je heslom diia Nezélezi na tom, Ci ide o mobilné telefény,
sms-ky, internet, elektronickt postu, alebo klasicky fax, pisanie listu alebo
telefonovanie, vSade sa komunikuje alebo sa komunika¢nymi sietami pre-
nasaju udaje. Pri takomto mnozZstve odosielanych sprav ustaviéne rasta
naroky na ochranu stikromia zuc¢astnenych, kedze odoslané spravy by ne-
mal byt schopny precitat nikto okrem prijimatela, ktorému boli urcéené.
Naroky na bezpeénost stipaji predovsetkym pri elektronickom nékupe
a predaji', penaznjch transakciach? alebo elektronickjch volbach.

Kryptolégia povodne znamenala nduku o tajnych pismach a je skoro
taka stard ako samotné pismo. V kryptoldgii rozliSujeme medzi krypto-
grafiou a kryptoanalyzou. Kryptografia sa zapodieva ndvrhom kryp-
tosystémov (tajnych kédov) a kryptoanalyza Studuje sposoby, ako kryp-
tosystémy prelomif (tajne ¢itat spravy). Kedysi davno, ked Tudia objavili
a zdokonalili pismo, vedelo pisat a ¢itat iba péar zasviitenych. V tomto
tuzkom kruhu Tudi ho mohli pouzivat namiesto Sifrovaného pisma. Ako
rastol pocet Tudi, ktori vedeli ¢itat a pisat, réstla aj potreba po ozajstnom
sifrovanom sposobe pisania. V tejto kapitole sa najprv kratko obzrieme
do histérie, ked sa kryptolégia eSte povazovala za umenie. Vyvijali sa
Sifry, pouzivali sa dovtedy, kym niekto neprisiel na sposob, ako Sifrované
spravy precitat, ¢im prislusné Sifra prestala byt bezpeéna. V kratkosti sa
pozrieme, ako Sifrovali spravy Caesar a Richelieu. Pritom sa nauc¢ime kon-
cept tvorby kryptosystému (Sifrovaného pisma) a ¢o rozumieme pod spo-
lahlivostou alebo bezpecnostou kryptosystému.

Nasim dalsim ciefom bude ukazat, ako sa vdaka informatike (najmé al-
goritmike a tedrii zlozitosti) umenie vytvaraf Sifry zmenilo na vedna
disciplinu, ktord sa nazyva kryptografia. Kryptografia vdaci informatike
za zakladny pojem: bezpecénost kryptosystému (axiomaticky zékladny ka-
mern), ktory umoznuje vedecky vyskum v tejto oblasti. Vdaka nemu sa
vyvinula moderna kryptografia, zalozend na magickom koncepte takz-
vanych Public-Key-kryptosystémov®. Vysvetlime hlavnti myslienku tohto
konceptu a ukazeme, ako mozeme vyuzit vlastné slabé stranky v nas pros-
pech. Na zéaklade tedrie zlozitosti vieme, ze existuju problémy, ktoré sa
nedaju efektivne algoritmicky vyriesit (Studovali sme ich v kapitole 5).
Tieto vyuzijeme pri vytvarani kryptosystémov, ktoré sa prakticky nedaji
ohrozit. A nakoniec si pozrieme eSte par divov, ako sa da tento koncept
magicky vyuzif.

1e-commerce

2online-banking
3kryptosystémov s verejnymi klGémi
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7.2 Koncept kryptosystému alebo prehistoria
kryptologie

Najprv uvedieme odborné pojmy. Ako sme uz spominali, kryptolégiu
chapeme ako nauku o tajnych pismach. V ramci kryptoldgie rozlisujeme
medzi kryptografiou, vedeckou disciplinou zaoberajicou sa vytvaranim
kryptosystémov a kryptoanalyzou, umenim tieto prelomit. V dalSom sa
sustredime na kryptografiu. Nas scenar je na obrazku obr. 7.1.

tajny klaé tajny klac¢

otvoreny l l otvoreny
\ text Kryptotext text
Odosielatel sifrovanie —— desifrovanie
nezabezpecena
linka

kryptoanalytik

obr. 7.1

Osoba, nazyvana odosielatel, posiela tajni spravu druhej osobe, ktori
volame prijimatel. Tajné sprava méa podobu textu, budeme ju oznaco-
vat ako otvoreny text. Otvoreny text je napisany v prirodzenom jazyku,
a je teda pre kazdého dobre citatelny. Spravu dorucuje nie celkom sto-
percentne spolahlivy posol, alebo sa posiela nechrdnenym verejnym ko-
munikac¢nym kandlom. Aby sme zabranili niekomu nepovolanému, kto by
sa akokolvek k sprave dostal, precitat jej tajny obsah, posleme spravu
v Sifrovanej forme*. Spésob Sifrovania a desifrovania je spolo¢nym
tajomstvom odosielatela a prijimatela a Sifrovanie sa vykondva pomocou
takzvaného kléa. Zasifrovany text voldme kryptotext. Po prijati priji-
matel kryptotext desifruje. DeSifrovanim sa z kryptotextu vytvori opit
povodny otvoreny text, ktory prijimatel moze bez problémov ¢itat. Opis
procesu Sifrovania a desifrovania poskytuje tplnt informaciu o kryptosys-
téme, umoznujicu ndm ho pouzit.

Pre lepsie zndzornenie sa pozrime na kryptosystém CAESAR, ktory Ca-
esar skuto¢ne pouzival. Otvorené texty boli texty napisané v latinskej
abecede, z ktorej boli vynechané prazdne znaky, ¢iarky, otazniky, bodky
atd. Takze

VENIVIDIVICI

4tajnym pismom
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mozeme povazovat za otvoreny text. Caesar Sifroval kazdé pismeno jed-
noznacne za nejaké iné pismeno. KIu¢ bol dany jednym éislom od 1 po 26.

0,1,2,3,4,5,...,23 24,25

Pouzit kIi¢ ¢ znamené, nahradit kazdé pismeno pismenom, ktoré je od ne-
ho v abecede o i miest neskor. Obrazok 7.2 znézornuje kédovanie kli¢om
1 = 3. To znamen4, ze pismeno A nahradime s D, lebo A je na prvej pozi-
cii v abecede a posunom o tri pozicie dostaneme stvrta poziciu, na ktorej
je pismeno D. Analogicky sa pismeno B z druhej pozicie zakéduje pisme-
nom E z piatej pozicie, atd. Tymto sposobom sa dostaneme az k pismenu
W na 23. porzicii, ktoré sa zakéduje pismenom Z z 26. pozicie. Co sa ale
stane so zvysnymi tromi pismenami X, Y a Z, ktoré st na poziciach 24,
25 a 267 Na zakdédovanie nam ostali eSte pismena A, B a C. NapiSeme si
teda A B C na pozicie 27, 28 a 29 za spodnu abecedu na obr. 7.2 a pokra-
¢ujeme v kodovani rovnakym spésobom ako predtym. Teda X sa zakoduje
ako A, Y ako B a Z ako C. Iny sposob ako si tento proces znazornit, je
takyto: Predstavme si, ze mame kruhovy pas, ktory je nastoknuty na pev-
nom hriadeli, okolo ktorého sa moze otacat. Abecedu napiseme na oto¢ny
pas a na pevny hriadel si napiSeme zodpovedajtce pozicie pismen v abe-
cede. Ked pés otoc¢ime o tri pozicie, dostaneme hladané kédovanie pismen.
Pre klu¢ i = 3 sa sprava VENIVIDIVICI zakéduje ako:

YHQLYLGLYLFL

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

AN

ABCDEFGHIJ KLMNOPQRSTUVWXYZABZC

obr. 7.2

[WTITERDY
(DRpgRIIK

obr. 7.3
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Uloha 7.1 a) Zakédujte Cézarovym kryptosystémom text VENIVIDIVICI
kIi¢om ¢ = 5 a potom 7 = 17.
b) Zakédujte otvoreny text ,Roma aeterna docet* klticom i = 7 a otvoreny
text ,,Homines sumus, non dei!* klIidom 7 = 13.

Ako dekdduje prijemca kryptotext? Jednoducho, kazdé pismeno krypto-
textu nahradi pismenom, ktoré sa nachadza v abecede o tri pozicie skor.
Zodpoved4 to otodeniu pasu na obr. 7.3 o tri pozicie dolava. Pritom sa
napriklad pismeno S kryptotextu nahradi pismenom P, pismeno U sa
nahradi pismenom R a L sa nahradi I. Teda ked prijemca desifruje kryp-
totext

SULPXPQHQRFHDV
kIa¢om ¢ = 3, dostane otvoreny text

PRIMUMNENOCEAS

Uloha 7.2 Desifrujte kryptotext WYPTBTBAWYVMPJLHZ kltéom i = 7.

Uprimne povedané, Caesar nechcel zbyto¢ne riskovat, Ze niekto takjto re-
lativne jednoduchy kryptosystém pochopi, a preto v kryptotexte (po po-
sunuti pismen) nahradil pismend v latinke pismenami gréckej abecedy.
Takze prijimatel musel najskor nahradif grécke pismend, aby dostal pri-
slusny kryptotext v latinke, a az potom posuntut pomocou kliuc¢a abecedu
naspét.

Jules Verne vo svojich romanoch pouziva zovseobecneny Cézarov krypto-
systém. KII¢ mohlo byt lubovolné celé ¢islo. Pre celé ¢islo s m ciframi

A=ajas...an

rozdelil text na bloky dlzky m a j-te pismeno v kazdom bloku nahradil
pismenom, ktoré je v abecede o a; pozicii za nim. Napriklad pre a = 316
a otvoreny text

C RY P T OGI R AP H Y
31 6 3 1 6 3 1 6 3 1 6,
dostaneme cryptotext

FSESUUJSGSIE

Na rozdiel od vecného postupu Cézarovho sifrovania, Richelieov spdsob
Sifrovania by sa dal oznacit ako umenie. Nasledujuici priklad pouzitia RI-
CHELIEU kryptosystému pochéddza od Salomaa [Sal96]. Kryptotext je
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I L OVE Y OU
I HAVE Y OU
DEETP UNDER
MY S KIN MY
L OVE LASTS
FOREVER I N
HYPERSUPACE

obr. 7.4

obycajny popisany list papiera. Kazdé pismeno mé svoje presné miesto,
napriklad H lez v druhom riadku a trefom stlpci na obr. 7.4 (b). KIG¢ je
matica na obr. 7.4 (a), v ktorej st uréité (sivé) policka zakryté a uréité
otvorené. Cez otvorené policka vidime otvoreny text. (obr. 7.4 (c))

YOUKILLATONCE.
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7.3 Kedy je kryptosystém bezpecny?

Ludia sa ustaviéne snazia dosiahnut bezpecnost. Dovody ich tizkosti s
casto pocity neistoty a nebezpecna. No veda a najmé fyzika néas ucia,
7e absolutna istota neexistuje. Bezhlavo sa o 1nu usilovat moze sposobit
az zdravotné problémy. Lepsie je naucit sa zif s neistotou. Napriek tomu
mé ale zmysel usilovat sa o dosiahnutelné bezpeénostné zaruky. Kedy
budeme povaZzovat kryptosystém za ,bezpeény“? Vidy vtedy, ked nas
protivnik, alebo niekto nepovolany nebude vediet na zdklade kryptotextu
zrekongtruovat zodpovedajici otvoreny text. Tato poziadavka ma dve
mozné interpretacie. Malo by byt fazké, ak nie nemozné, aby kryptoana-
lytik desifroval kryptotext, ked nevie ni¢ o kryptosystéme, alebo aj vtedy,
ak je umenie ako text zaSifrovaf zndme a neznamy je iba Sifrovaci kIac?
Prvit moznost, ked uchovidvame v tajnosti spdsob Sifrovania, nazyvame
yoecurity by Obscurity” a nepovazuje sa za dostato¢nti na definovanie
bezpecnosti kryptosystému. Dovodom je nasa skiisenost, Ze je to vzdy len
otazka casu, kym niekto pride na spdsob, ako sa v novom systéme Sifruje.

Preto uz v 19. storoc¢i sformuloval Auguste Kerckhoffs nasledujicu bez-
pecnostni poziadavku, ktort pozname ako Kerckhoffsov princip:

Kryptosystém je bezpecny, ked z prijatého kryptotextu nevieme
bez znalosti klica odvodit povodny otvoreny text, hoci sposob
Sifrovania je verejne zndamy.

Kryptosystém CAESAR nie je navidomoci v uvedenom zmysle bezpecny.
Ked je zndmy jeho princip, tak na to, aby sme rozsifrovali lubovolny
kryptotext, sta¢i vyskusat vietkych 25 moznych kltcov.

Z tohto prikladu mozeme hned usudit, ze bezpecny kryptosystém musi
mat na vyber z velkého poc¢tu klucov. Staéi to ale naozaj? VylepSime
systém CAESAR tym, Ze dovolime vytvarat Tubovolné dvojice pismen.
KItcom bude teraz takzvand permutécia z 26 pismen, ktort si mozeme
predstavit ako 26-ticu ¢isiel od 1 po 26, pricom kazdé ¢islo od 1 po 26 sa
v nej vyskytuje iba raz. Napriklad nasledujtci klac:

(26, 5,1, 2, 3, 4, 25, 24, 23, 8, 9, 22, 21, 20, 7, 6, 10, 11, 18,
17, 12, 13, 19, 14, 16, 15)

zodpovedd Sifrovaniu, pri ktorom sa pismeno A nahradi 26. pismenom -
Z, pismeno B sa nahradi piatym pismenom - E, pismeno C pismenom A,
atd. obr. 7.5 znazornuje zodpovedajice dvojice pismen.

Ked pouzijeme tento kla¢, dostaneme kryptotext:
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obr. 7.5

EJZFWLZQZMEBWNZMCXBEJCQUMFKXBEJWKSZAYSCLC
QM

z nasledujiceho otvoreného textu:

CHODSVOJOUCESTOUANECHAJLUDINECHSIROZPRAVAJU

Uloha 7.3 Desifrujte nasledujtce dva kryptotexty, ktoré vznikli pouzitim klaca
z obr. 7.5.

a) BZTQCZVWYXWCKW
b) YCBLVBWRQBCKRAXVLCRRCVDLCKDKCLBC

Kolko kItic¢ov mé tento kryptosystém? Na zakédovanie pismena A méme
na vyber z 26 pismen. Po tom, ¢o si zvolime zaSifrovanie pismena A, mame
este 25 moznosti ako zakédovat B. Pre pismeno C mame 24 moznosti, atd.
TakZze pocet roznych kltucov je:

26! =26-25-24-23-...-3-2-1,

¢o je (v re¢i kombinatoriky) pocet vSetkych permutacii 26 prvkov. Je to
ozaj obrovské ¢slo, priblizne 4,03 - 10%6. Takjto pocet kli¢ov nik nemoze
preskusat ani s pomocou najrychlejsich pocitacov.

Je teda uz kryptosystém bezpeény? Odpoved je, zZial, jednoznacéna: ,nie“.
Na to, aby sme objavili ten spravny kIt¢, nemusime nevyhnutne vyska-
saf vSetky mozné. Posta¢i ndm Sikovnd myslienka, ktord neprisla na um
tvorcovi kryptosystému a systém polahky prelomime. V pripade Sifrova-
nia permutdciou pismen staéi vedief, v ktorom prirodzenom jazyku sa
komunikuje. Pre kazdy prirodzeny jazyk je zname, ako casto sa vysky-
tuju jednotlivé pismend v sloviach a tieto pocetnosti st navzidjom dost
rozne. Okrem toho sa niektoré kombinécie pismen vyskytuju castejsie,
napriklad v nemcine je to SS alebo SCH. Toto kryptoanalytikovi staci
na to, aby kryptotext rozsifroval, a teda aj urcil tajny kluc.
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Uvedeny priklad ilustruje, ako tazko je formalne uchopit pojem ,nebyt
schopny, alebo len velmi tazko deSifrovat“. V Kerkhoffsovej definicii bez-
pecnosti je navyse jeden stuperi volnosti. Nejde iba o samotny kryptosys-
tém, ale aj o protivnika. Co je nemozné pre niektorého protivnika, moze
byt pre iného hrackou. Co mézeme o protivnikovi predpokladat, alebo
ako dostat vSetkych protivnikov pod spolo¢ny klobuk?

Dlhotrvajicu nejasnost pojmu bezpecnost v kryptoldgii ukondila infor-
matika. Zjednotila vSetky rovnako jednoduché, ako aj genidlne, stratégie
kryptoanalytikov pod pojem algoritmus.

Kryptosystém povazujeme za bezpecny, ked meexistuje efek-
tivny (randomizovany polynomidlny) algoritmus, ktory na zd-
klade poznania kryptotertu a sposobu Sifrovania bez tajného
klica vypocita povodny) otvoreny text.

Je zrejmé, ze takato definicia bezpecnosti kryptosystému nemohla vznik-
nat pred zavedenim pojmu algoritmus.® Tym vieme vyjadrit prvé dve
dolezité poziadavky na ,,dobry* kryptosystém v terminoldgii tedrie zlozi-
tosti.

(i) Sifrovanie a desifrovanie vieme pri zndmom kl¢i realizovat efektiv-
nym algoritmom.

(ii) Desifrovanie bez kluc¢a predstavuje fazky (prakticky neriesitelny)
problém.

7.4 Symetrické kryptosystémy

Kryptosystémy, o ktorych bola doposial re¢, nazyvame symetrické. Slovo
symetrické znamena, Ze odosielatel i prijimatel spravy st rovnocenni v tom
zmysle, Ze rovnaky tajny klu¢ sa pouzije na zaSifrovanie aj deSifrovanie
spravy. V principe by si mohol odosielatel s prijimatelom hocikedy vza-
jomne vymenit tlohy bez toho, aby zmenili kIa¢. Ich komunikiciu moéZzeme
teda chapat ako rozhovor alebo vzajomni vymenu informaécii.

Teraz si ukdzeme bezpecny symetricky komunikac¢ny systém. Pre ucely
tohto kryptosystému budeme chépat otvoreny text ako postupnost ntl
a jednotiek. Nijako nas to neobmedzi, pretoze kazdé pismeno a lubovolny

5Zavedeniu pojmu algoritmus vdadime za viacero podobne podstatnych pokrokov
vo vede.
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symbol, ktory vieme napisat na klavesnici, méa ASCII kéd, ktory je bi-
narnou reprezentaciou prislusného symbolu v pocitaci. Takto sa dé kazdy
text premenit na postupnost nil a jednotiek.

Ako kIt¢ pouzijeme tiez postupnost nil a jednotiek, napriklad zoberieme
niekolko sto nédhodne vygenerovanych bitov, aby sme pripadnému tre-
tiemu stazili, alebo mu az Uplne znemoznili kI4¢ nejakym spoésobom vy-
poditat.

Skor ako definujeme spdsob Sifrovania a deSifrovania, musime sa naucit
jednu operéciu s bitmi (bindrnymi ¢islami). Této operécia sa nazyva ,ex-
kluzivne alebo*“ alebo ,XOR*, oznacuje sa @& a definujeme ju nasledujtco:

000=0 1®1=0 0pl=1 190=1

Na zaklade oznacenia zo 6. kapitoly plati a®b = a+b mod 2. Dva rovnaké
s¢itance davaji nulu a dva rézne davaju jednotku.

Predpokladajme, Ze kIG¢ je 01001011. KIa¢ méa dizku 8 a mézeme ho
pouzit na zaSifrovanie 8 bitov otvoreného textu. Pritom pouZijeme i-ty
bit klca a operaciou @ zasifrujeme i-ty bit otvoreného textu. Nézorne to
vidiet, ked si kIi¢ napiSeme pod otvoreny text:

otvoreny text 00001111
@ klaé 01001011
= kryptotext 01000100

i-ty bit kryptotextu je XOR-stcet i-teho bitu otvoreného textu a i-teho
bitu kltca. Teraz pouZzijeme rovnaky postup na rozsifrovanie:

kryptotext 01000100
@ klac 01001011
= otvoreny text 00001111

Vidime, ze to funguje a dostaneme povodny otvoreny text. Je to zalozené
na skutocnosti, ze

a®a=0 atedaplati bbaPa=0

Dvojnasobné pouzitie klic¢a nés privedie k povodnému textu. Inak po-
vedané: Druhé pouzitie klGca zrusi jeho prvé pouzitie. Okrem toho plati
aj:

a®db=>b®da.

Preto hovorime, Ze tento spdsob Sifrovania je komutativny.
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Uloha 7.4 Zasifrujte a desifrujte otvoreny text 0001110011 s klti¢om
0101101001.

Uloha 7.5 Vytvorte podobny kryptosystém, ktory bude zalozeny na nasledu-
jucej maskovacej binarnej operacii:

0L0=1 110=0 111=1 0L1=0

Druhy bit b v a L b nazyvame maskovaci. Ked b = 1, tak sa prvy bit skopiruje.
A v pripade ked b = 0, sa prvy bit a preklopi na @ (tedalnal=0a0na0=1).

a) Pouzite operdciu L na zaSifrovanie a desifrovanie otvoreného textu
00110011 kIi¢om 00101101.

b) Zdovodnite, preco aj kryptosystém zaloZeny na operacii L funguje.

¢) Co maji operacie L a @ spoloéné? Je medzi nimi tzky vztah?

Ak je na otvoreny text pouzity ako ,maska* kIu¢, ktory ndhodne generuju
odosielatel aj prijimatel®, d4 sa matematicky zdoévodnit, preco sa krypto-
text kazdému inému zdé& ako ndhodné postupnost bitov. V takom pripade
nepomozu kryptoanalytikom ani hypoteticky pouzitelné exponencialne al-
goritmy a najrychlejsie poc¢itace. Takyto kryptosystém mozeme povazovat
pri jednorazovom pouziti ako bezpeény. Ked mame dlhy otvoreny text,
Sifrujeme ho zvycajne podobnym spoésobom kltcom s pevnou dlzkou n,
pri¢om otvoreny text rozdelime na tseky dizky n a kazdy z nich zagif-
rujeme klic¢om osobitne. Napriklad ked je klu¢ 0101, rozdelime otvoreny
text

1111001100001101

na Styri éasti 1111, 0011, 0000 a 1101, a kazdu ¢ast zaSifrujeme samostatne
a odosleme postupnost vzniknutych kryptotextov

1010011001011000.

To je typicky sposob pouzitia kryptosystémov, vytvorenych pre otvorené
texty pevnej dizky.

V pripade XOR-kryptosystémov sa takéto rozsirenie neodporica, pretoze
pri opakovanom pouziti rovnakého klica je mozné ho uréit. Plati:

otvoreny text @ kryptotext = klaé (7.1)

Preverime, ¢i to plati na nasom prvom priklade s kIté¢om 01001011.

6Teda ho nie je potrebné prenésat.



216 KAPITOLA 7

otvoreny text 00001111
@ kryptotext 01000100
= klu¢ 01001011

Preco je to tak?

otvoreny text @ klaé = kryptotext (7.2)

zodpovedd Sifrovaniu. Teraz pripoc¢itajme zlava k obom strandm rovnice
(7.2) otvoreny text a dostaneme:

otvoreny text @ otvoreny text @ kli¢ = otvoreny text @ kryptotext (7.3)
KedZe a @ a = 0 pre kazdy bit a
otvoreny text @ otvoreny text = 00. .. 00.

A kedze 0@ b = b pre kazdy bit b, lava strana rovnice (7.3) sa rovna kltucu,
¢im dostavame rovnicu (7.1).

Rovnica (7.1) je pre bezpecnost kryptosystému velmi nebezpecna. Keby
sa pri viacndsobnom pouziti rovnakého kluc¢a dostal nepriatelovi nejako
do rik ¢o len jediny par (otvoreny text, kryptotext), okamzite by vyuzitim
(7.1) vedel vypocitat kIu¢ a desifrovat vSetky nasledujice kryptotexty.
7 tohto, ale nielen z tohto dovodu je XOR-kryptosystém bezpecny iba
pri jednorazovom pouziti kluca.

Uloha 7.6 (tvrdy oriesok) Pokiste sa vytvorif bezpeény kryptosystém pre na-
sledujicu tlohu. Osoba A zaSifruje otvoreny text klic¢om, ktory pozna len ona

(tajnd sprava). Sprava je urc¢end pre dvoch Tudi B a C. Osoba A chce tajny k¢

rozdelit medzi B a C tak, aby ani jeden z nich nebol schopny kryptotext sam

desifrovat a ani zistif ¢o len jediny bit otvoreného textu. Ked ale B a C budu

spolupracovat, kryptotext bez problémov rozsifruju.

St aj iné symetrické kryptosystémy, ktoré st bezpecné a pri ktorych do-
konca bez vahania mézeme kIG¢ opakovane pouzit. Najznamejsi a v stcas-
nosti najrozsirenejsi symetricky kryptosystém je DES (Data Encryption
Standard), ktory bol vyvinuty spoloéne IBM a NSA (National Security
Agency). Pouziva sa v fiom okrem inych aj operacia XOR, ale je prilis
zlozity na to, aby sme ho tu opisali.

Napriek doteraz spolahlivému pouzitiu niekolkych symetrickych krypto-
systémov nie sme eSte na konci nasho hladania bezpecného systému. Prob-
lém je v tom, Ze symetrické kryptosystémy sa daju spolahlivo pouzit iba



7.5 DOHODNUTIE SA NA SPOLOCNOM KLUCI 217

v pripade, ked sa odosielatel a prijimatel dopredu dohodni na spoloc-
nom kIuci. Ale ako to maju urobif bez toho aby sa stretli? Ako sa maju
na zaciatku bez kryptosystému a prostrednictvom nie bezpe¢ného komu-
nikacného kanala dohovorit na spolo¢nom klici? RieSenie tohto problému
je predmetom nasledujticej podkapitoly.

7.5 Zhodnutie sa na spolo¢nom klaéi
cez nechraneny verejny komunikacny kanal

Dve osoby, Alica a Bob, chcti vytvorit spolo¢ny symetricky kryptosystém.
Spdsob Sifrovania je obom znamy, potrebuju sa iba dohodnit na spoloé-
nom kIuci. Pretoze sa ale nemdzu stretnif osobne, musia sa dohodnit
na tomto spolo¢nom tajomstve bez kryptosystému a len vyuzitim verej-
ného komunika¢ného kanéla, ktory moze kazdy odpocuvat. Je to vobec
mozné?

Odpoved je ,4no“, a je prekvapujice ako elegantne sa déa tento problém
vyriesit. UkédZeme si najprv nédzorne hlavni myslienku pomocou truhlice,
a nie stopercentne spolahlivého posla. Alica pouzije zdmok, od ktorého
mé kIG¢ iba ona a analogicky Bob pouzije zadmok, ktory vie otvorit len
on.” Alica sa s Bobom dohodne, ze budici spoloény kIaé vlozi do truhlice
a posle Bobovi. Postupuja nasledujtco:

1. Alica vlozi tajny kIu¢ do truhlice a uzamkne ju svojim zdmkom.
Okrem nej truhlicu neméze nik otvorit, lebo iba ona mé spravny
kIt¢ od svojho zamku. Truhlicu posle Bobovi.

2. Posol prinesie truhlicu Bobovi, ktory ju samozrejme tiez nevie ot-
vorit. Namiesto toho, aby sa ju pokusal otvorif, aj Bob zamkne
truhlicu jeho zdmkom. Truhlicu uzamkutd dvomi zamkami posle
naspit Alici. Teraz nik nemoze truhlicu otvorit.

3. Alica dostane truhlicu s dvomi zdmkami. Odomkne ju a odstrani
svoj zamok. Na truhlici zostal iba Bobov zamok, a tak posle truhlicu
znova Bobovi.

4. Bob dostane truhlicu, zamknutt iba jeho zamkom. Otvori ho a z truh-
lice si prevezme spolo¢ny tajny kluc.

Obrazok 7.6 z [Sal96] zdbavnym spdsobom znézornuje uvedent proceduru.

"Nemaju este spoloény kIGE.
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Uloha 7.7 (tvrdy orieSok) Alica chce rovnaky tajny klté bezpecne poslat
trom dalsim osobam. Jedna moZnost je zopakovat trikrat horeopisant proce-
diaru. Pritom bude musiet posol bezat 3 -3 = 9 krat medzi dvoma Tudmi. D4 sa
uskutocnit odovzdanie klic¢a trom osobam tak, aby posol musel bezat menejkrat?

D4 sa tento proces realizovat aj elektronicky? Skisme to najprv s ope-
raciou XOR. Tymto sposobom dostaneme velmi jednoducht implemen-
taciu (realizaciu) truhlice s dvomi zamkami. Ako neskor uvidime, tato
implementécia eSte nespliia vietky bezpecnostné kritéria. Na obr. 7.7 je
zndzorneny priebeh komunikdcie medzi odosielatelom a prijemcom.

Odosielatel (Alica) chce prijemcovi oznamit klu¢, ktory je zndzorneny na
obr. 7.7 ako otvoreny text. Otvoreny text je postupnost nil a jednotiek.
Stkromné kltce odosielatela a prijemcu su tiez postupnosti nil a jedno-
tiek a majt rovnaka dizku ako otvoreny text. Postup mé tri komunikacné
kroky, preto ho v kryptografii nazgvame komunikaény protokol. Prie-
beh protokolu je nasledujuci:
1. Odosielatel vypocita
otvoreny text @ kIu¢ A = krypto 1

a posle krypto 1 prijemcovi.

2. Prijemca vypocita
krypto 1 @ klu¢ B = krypto 2

a posle krypto 2 naspiit odosielatelovi.

3. Odosielatel vypocita
krypto 2 & kIu¢ A = krypto 3
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O otvoreny text 101011
@ @  kIac¢ odosielatela 011011
T prvy kryptotext 110000

odosielatel zamkne

prvy kryptotext 110000

D kIGé prijemcu 101010
]
\

druhy kryptotext 011010

prijmatel zamkne

O druhy kryptotext 011010
f ®  klG¢ odosielatela 011011
A treti kryptotext 000001

odosielatel odomkne

O O treti kryptotext 000001
@ @ &) kIGé prijemcu 101010
4‘ otvoreny text 101011

prijmatel odomkne

obr. 7.7

[vSimnime si, Ze plati
krypto 3 = krypto 2 @ klu¢ A

= krypto 1 @ klué¢ B @ klué A
{lebo krypto 2 = krypto 1 @ klu¢ B}

= otvoreny text @ klu¢ A @ klu¢ B @ kluc A
{lebo krypto 1 = otvoreny text @© klu¢ A}

= otvoreny text ® klu¢ A & klu¢ A @ klac B
{vdaka komutativnosti @& mozeme
vymenif poradie argumentov}

= otvoreny text @ klué¢ B
{lehoa®a=0abd 0 =0}
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4. prijemca vypocita

krypto 3 @ kli¢ B = otvoreny text & klu¢ B @ klu¢ B
{pretoze, ako sme pred chvilou ukazali,
krypto 3 = otvoreny text @ klu¢ B}
= otvoreny text

Uloha 7.8 Zahrajte sa tak, ze vyskuSate priebeh komunika¢ného protokolu
na bezpeénu vymenu kluca pre nasledujuce tdaje: otvoreny text a zaroven aj
budici tajny klté je 01001101. KIa¢ odosielatela je 01010101 a k¢ prijemcu je
10101010.

Pri opise komunika¢ného protokolu na vymenu klic¢a sme zdovodnili,
preco takto prijemca na konci skuto¢ne dostane odoslany kIu¢. Hlavna
mys$lienka spoéiva v tom, ze druhé aplikovanie kltica automaticky zrusi
prvé aplikovanie aj keby boli medzi tymito aplikaciami iné akcie. M6zeme
to zapisat takto:

text @ kIé @ akcie @ kIié¢ = text @ akcie @ klaé @ klaé
—_————

zrusi sa
= text @ akcie.

Uloha 7.9 Opisany protokol funguje, pretoze operacia @ ma pekné vlastnosti
a®a=0,abb=bPaabd0=>. Preskimajte, ¢i sa da tento komunikacny
protokol implementovat pomocou operéacie L .

Je tento komunika¢ny protokol bezpecny? Poskytuje rovnaki zaruku bez-
pecénosti ako truhlica s dvoma zdmkami? Bohuzial nie. V pripade, Ze kryp-
toanalytik nepoznda postup a ziska iba jednotlivé kryptotexty, ktoré sa
v ramci protokolu posielaji, nevie ich odlisit od ndhodnych postupnosti
bitov. V tomto zmysle je nasa implementéicia postupu bezpecéna. Podla
Kerkhoffsovho principu musime ale poditat s tym, Ze protivnik poznd
komunika¢ny protokol a jediné, ¢o nevie, st dva tajné ndhodne vygenero-
vané kluce. Ako vidno z nasledujiceho vypoctu, ked ale ziska vSetky tri
kryptotexty (obr. 7.7), vie ur¢it kluce odosielatela i prijemcu

kIa¢ prijemcu =  prvy kryptotext @ druhy kryptotext
kIa¢ odosielatefTa = druhy kryptotext @& treti kryptotext

Uloha 7.10 Vyuzitim vlastnosti operacie @ overte platnost predchadzajicich
rovnic na vypocet kltcov odosielatela a prijemcu.
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Tym je prezradené celé tajomstvo, lebo staci jeden z nich, aby sme desif-
rovali otvoreny text:

otvoreny text = kIG¢ odosielatela @ prvy kryptotext
otvoreny text = kIa¢ prijemcu @  treti kryptotext

Ako vidiet, nas komunikacny protokol nie je velmi bezpecény. Nedal by sa
nejako nas ,fyzicky*“ postup s truhlicou a dvoma zamkami preniest do di-
gitalneho sveta pri zachovani rovnakej miery bezpecnosti? Tuto otazku
zodpovedali kladne v roku 1976 Whitfield Diffie a Martin Hellman [DH76].
Pouzili pri tom Sikovnym spésobom pocitanie modulo prvocdislo, s ktorym
sme narabali uz v Kapitole 6. OpiSeme tento postup podobnym spoésobom
ako na obr. 7.7 bez toho, aby sme zachadzali do podrobného matematic-
kého zdovodnenia jeho spravnosti. Pokial nemdate k matematike vztah,
mozete nasledujuci opis protokolu preskodit.

Komunikaény protokol Diffie-Hellman

Vychodiskova situacia: odosielatel a prijemca sa otvorene dohodnt
na dvoch velkych prirodzenych ¢islach ¢ a p, pricom p je prvodislo a plati,
ze ¢ < p.

Odosielatel ndhodne vygeneruje ¢islo appo a toto ¢éislo bude jeho tajny
stkromny kIu¢.

Prijemca vygeneruje ndhodne ¢islo apgr; a to bude tajny k¢ prijemcu,
ktory nik okrem neho nepozna.

Spoloé¢né tloha prijemcu a odosielatela je po vzdjomnej komunikéacii vy-
poditat novy klué, ktory bude ich spoloénym tajomstvom a ktory obaja
pouziju pri symetrickom Sifrovani.

Postup

1. Odosielatel vypocita
Kryptotext 1 = ¢*©P0 mod p
a posle ¢islo kryptotext 1 prijemcovi.

2. Prijemca vypocita
Kryptotext 2 = ¢*PRI mod p
a posle kryptotext 2 odosielatelovi.

3. Odosielatel vypocita
Sa = (kryptotext 2)*0P0 mod p
a S povazuje za novy spoloény kIuc.
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4. Prijemca vypocita
Sp = (kryptotext 1)?PRI mod p
a Sp povazuje za novy spolo¢ny kIGé.

Jadrom tspechu je, ze plati Sy = Sp. Neuvedieme presné matematické
zdovodnenie. Vidime ale, ze S4 nie je ni¢ iné ako c¢ zasifrované najprv
s aprr a potom s appo. KIa¢ S je tiez zaSifrované ¢ najprv s appo
a potom s apgrr. Teda st oba S4 aj Sp zasifrované s appo a s apgy,
len v opa¢nom poradi. To je také, ako ked v jednom pripade truhlicu
zamkneme najprv favym a potom pravym zamkom a v druhom pripade
najprv pravym a potom lavym zdmkom. Je o¢ividné, Ze v pripade truhlice
je vysledok rovnaky. Matematicka funkcia ¢* mod p tu bola zvolena preto,
aby ani poradie pouzitia stkromnych klucov appo a apgr; nehralo tlohu.

Ak st odosielatelov i prijemcov klié uchované v tajnosti, tak je sposob Sif-
rovania Diffie-Hellmana podla nasich doterajsich kritérii bezpeény®. Prave
pri pojme bezpeénost musime byt ale opatrnejsi. Jasne sme sformulovali,
¢o povazujeme za bezpecny kryptosystém v pripade posielania spravy
sposobom CAESAR alebo DES. Pri komunika¢nych protokoloch, ktoré
vyuzivaju viacnidsobnu vymenu informécii, sa musime eSte raz zamysliet
nad pojmom bezpecnost.

Doteraz sme predstavovali pasivneho protivnika (kryptoanalytika). Mo-
hol nacuvat, dozvediet sa kryptotext a potom sa pokusat rozlusknut ho.
Voéi takémuto pasivnemu protivnikovi je nasa vymena kltuc¢ov bezpecna.
Ale vsetko je inak, ked mame do ¢inenia s aktivnym protivnikom,
ktory sa nazyva aktivny preto, lebo vstupuje do komunikacie. Predstavte
si nasledujtci scenér. Protivnik prehovori posla, aby truhlicu doniesol
jemu namiesto prijemcovi. Alebo prerusi vedenie tak, Ze kryptotext 1 sa
dostane iba k nemu, a nie k prijemcovi. Potom protivnik zamkne truhlicu
svojim zamkom a posle ju naspif odosielatelovi. Ten nevie, Ze namiesto
pravého prijemcu komunikuje s protivnikom, otvori svoj zamok a posle
prijemcovi truhlicu, zamknut(i zimkom protivnika. Nespolahlivy posol ju
ale znovu zanesie protivnikovi, ktory si ju odomkne a ziska tajomstvo.
Odosielatel pritom nemé najmensie podozrenie, Ze tajomstvo je prezra-
dené.

Vidime, Ze nas protokol eSte nie je vobec perfektny, ale potrebuje dalsie
vylepSenia. Ci sa vieme vysporiadaf aj s aktivnym protivnikom, bude
témou v nasledujicom odseku.

8Nie je znamy efektivny algoritmus, ktorym by sa dal vypoéitat Sx = Sp z danych dvoch
kryptotextov a z ¢ a p bez toho, aby sme poznali klué¢ odosielatela alebo prijemcu.
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7.6 Kryptosystémy s verejnymi kltiémi

Najprv vymenujeme slabé miesta doteraz predstavenych symetrickych
kryptosystémov.

(i) Symetrické kryptosystémy vyzaduju pociatoéni bezpeéni vymenu
kItcov. Voéi aktivnemu protivnikovi ju nevieme spolahlivo zabez-
pedit.

(ii) V praxi sa do komunikacie ¢asto zapédja vela ucastnikov. Informacie
od mnohych sa zbieraju v centrale. Ak maja vsSetci rovnaky kIuc,
staci jediny zradca a cely systém je odhaleny. Ked m4 kazdy z nich
vlastny klué¢, treba viest administrativu o mnohych klticoch a navyse
pri posielani spravy odosielatel musi vydat napospas svoju identitu.

(iii) Mnohé komunika¢né tlohy sa nedaju realizovat symetrickymi kryp-
tosystémami. Pri elektronickych volbach sa chceme preukazat ako
pravoplatny voli¢, ale pri samotnom hlasovani sa nechceme vzdat
anonymity. Potrebujeme protokoly, ktorymi moézeme preukazat kon-
trole nasu pravomoc (tym, Ze vlastnime nejaké tajomstvo, napriklad
doklad totoznosti, alebo heslo) bez toho, aby sme odhalili ¢o i len
jeden bit tohto tajomstva.

Tieto a iné priciny si vyziadali dal$i intenzivny vyskum v kryptografii.
Pri hladani rieSenia ndm opit pomohli algoritmika a tedria zlozitosti, pri-
¢om sme nasu slabinu, totiz neschopnost riesit tazké problémy, premenili
na na nasu kryptograficki silnii stranku. Hlavna myslienka je zalozend
na existencii takzvanych jednosmernych funkcii, spomedzi ktorych mame
niekolko kandidatov, ktori prichaddzaju do ivahy. Ako jednosmerna fun-
kciu oznac¢ujeme funkciu f s nasledujicimi vlastnostami:

(i) Funkcia f sa da efektivne vypocitat, teda sa da pouzit na efektivny
sposob Sifrovania.

(ii) Inverzna funkcia f~!, ktora z hodnoty f(x) vypocita spitne argu-
ment  (f~1(f(z)) = ) sa neda efektivne vypocitat; teda neexis-
tuje efektivny (randomizovany) algoritmus, ktorym z daného kryp-
totextu = f(otvoreny text), vypocitame argument otvoreny text.
Takze je na zdklade nasej definicie f(x) kryptotext bezpeény.

(iii) Pre prijemcu ale musi existovat moznost, ako z f(z) efektivne vy-
pocita x. Teda o funkcii f musi existovat nejaké tajomstvo (nieco
podobné ako bol svedok pri randomizovanych algoritmoch), na za-
klade ktorého sa z f(z) da x rychlo urdit.
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Co nam pomdze hypotetickd jednosmerna funkcia f? Prijemca pozna
o [ urcité tajomstvo, o ktoré sa nemusi pocas komunikicie s nikym
delit (obr. 7.8). Funkcia f, a tym aj sposob Sifrovania mozu byt ve-
rejne zndme a k dispozicii kazdému potencidlnemu odosielatelovi. Preto
nazyvame kryptosystémy, ktoré vyuzivaju jednosmerné funkcie krypto-
systémy s verejnym klic¢om (Public-Key-Cryptosystem). Je zrejmé,
7e pri tomto sposobe odpadne problém s vymenou tajnych kltacov, lebo ne-
potrebujeme mat spolo¢né tajomstvo. Tymto sme odstranili slabé miesta
(i) a (ii) symetrickych kryptosystémov. Navyse kryptosystémy s verejnym
kli¢om spliaju aj zelanie (iii), ale detailné vysvetlenie tejto skutoénosti
presahuje ramec tejto knihy:.

Zatial vSetko sedi. Ked sa nam podari ndjst jednosmerné funkcie, do-
siahneme vytuzeny ciel. Existuja ale vobec? Nevyzeraju tri poziadavky
na takéto funkcie prepiate a neprirodzené? V nasledujicom priklade sa
véas pokusim presvedcit, Ze nas ndpad nie je vobec scestny.

odosielatel

odosielately odosielatel 4

odosielatel f) odosielatels

Prijimatel

jediny pozné
tajomstvo f

obr. 7.8

Uvazujme o nasledujiicom sposobe Sifrovania. Kazdé pismeno jednoznacne
nahradime postupnostou 14 desiatkovych cifier. Pre kazdé pismeno vybe-
rieme nahodne z nejakého telefénneho zoznamu meno zac¢inajice tymto
pismenom a do kryptotextu zapiseme zodpovedajuce telefénne ¢islo. V pri-
pade, Ze ¢islo ma menej ako 14 cifier, doplnime ho na zaciatku prislusnym
pocétom nul. Podla tohto nédvodu dostaneme pre slovo KRYPTOGRAFIA
napriklad:
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meno telefénne ¢islo
K | Knuth 00128143752946
R | Rivest 00173411020745
Y | Yao 00127345912233
P | Papadimitriou 00372453008122
T | Thomas 00492417738429
O | Ogden 00012739226541
G | Good 00015402316555
R | Rabin 00048327450028
A | Adleman 00173555248001
F | Floyd 00013782442358
I | Ibarra 00124327010098
A | Aho 00183274553211

Predpokladajme, Ze okrem prijimatela spravy maja vsetci len klasické
telefénne zoznamy, ktoré si abecedne usporiadané podla priezvisk. Po-
mocou takychto zoznamov by bolo velmi naro¢né zistit k jednotlivym
telefénnym éislam v kryptotexte prislusné priezviska. Prijimatel spravy
mé k dispozicii celosvetovy telefénny zoznam, utriedeny podla telefén-
nych éisiel, vdaka ktorému vie kryptotext efektivne rozsifrovat. Iné riese-
nie, ktoré pride na um ¢asto ako prvé, je zavolat na kazdé ¢islo. Okrem
toho, ze tento sposob vyzaduje finanéné naklady, nemame nijaka istotu,
ze zistime skutoéné meno majitela telefénnej pripojky.

Tento priklad ilustruje len myslienku. Uvedeny sp6sob nechceme pova-
zovat za ozajstny kryptosystém, pretoze pre pocitac nie je usporiadanie
telefénneho zoznamu podla éisiel nijako tazkd tiloha. Ako jednosmernt
funkciu budeme potrebovat int operaciu.

Akych kandidatov na jednosmerné funkcie mame v praxi? Predstavime
najprv tri funkcie, ktoré spliiaji podmienky (i) a (ii).

1. Nasobenie
Hocikto vie polahky vynésobit dve prvoéisla p a ¢, f(p,q) =p-q.
Vypocitat ale z f(p, q) naspét hodnoty p a ¢ je tazka uloha, na rie-
Senie ktorej existuji len exponencidlne algoritmy.

2. Modularna druha mocnina
Je Tahké vypocitat funkciu f,,(r) = 22 mod n. Umocnime z na druh,
dostaneme z2, to vydelime n a uréime zvysok po deleni, 22 mod n.
V pripade ked n nie je prvodislo, je algoritmicky fazké uréit hod-
notu x na zaklade znamych hodnét f,(z) a n.
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3. Modularne umocnovanie
Pre zndme ¢isla e a n a otvoreny text ¢ (povazujeme ho za ¢islo)
lahko vypodcitame ¢islo a = ¢® mod n. Ked n nie je prvodislo, je
algoritmicky tazké spitne urcit otvoreny text ¢ zo zndmych hodnot
a, e an.

Zdovodnenie, Zze kryptosystémy s verejnym klucom pracuju korektne, vy-
zaduje urcité vedomosti z tedrie ¢isiel, ktoré nebudeme uvadzat. Z tohto
doévodu objasnime iba, ako vytvorime jednoduchy kryptosystém s verej-
nym kla¢om zalozeny na modularnej druhej mocnine. Tento kryptosystém
objavil Michael O. Rabin, preto ho nazveme RABIN.

Vytvorenie kryptosystému RABIN: Prijemca vygeneruje ndhodne
dve velké prvocisla p a ¢, kazdé priblizne 500 ciferné. Tieto dve prvodisla
su jeho tajomstvo. Potom prijemca vypocita ¢islo

n=p-q

a zverejni ho spolu s funkciou f,(z) = 2% mod n. Takto moéze hocikto
zaSifrovat otvoreny text x vypoditanim

fn(z) = 2 mod n
a kryptotext f,(x) poslat prijemcovi.

Sposob ¢innosti kryptosystému RABIN: Odosielatelia otvorené tex-
ty z zasifruji ako f,(z) = 2% mod n a posla prijemcovi. Bez toho, aby sme
poznali p a ¢ nie je znamy efektivny algoritmus, ktory vypocita na zdklade
n a fp(z) otvoreny text z. Prijemca urci = na zdklade svojho tajomstva,
hodnét p a ¢. Hlavnd myslienka je takito: Pre Tubovolné prvoéislo p sa
dé efektivne vypocitat = ako odmocnina z f,(x). Vyuzitim tedrie ¢isiel
prijemca vie uréit odmocninu f,(z) modulo p a aj modulo ¢. Z tychto
dvoch odmocnin vie uréit aj otvoreny text x ako odmocninu f,(z) modulo

n=mp-q.

Priklad 7.1 Pretoze nechceme nardbat s ¢islami, ktoré maja niekolko
sto desiatkovych cifier, na znézornenie spoésobu vytvorenia kryptosystému
RABIN pouzijeme len malé prvocisla p = 107 a ¢ = 73. Prijemca vypocita
n=p-q=107-73 = 7811 a zverejni

¢islo n = 7811 a sposob Sifrovania 22 mod 7 811.

Hocikto ho moZe pouzit a kladné celé ¢isla mensie ako 7811 ako otvorené
texty premenit na kryptotext, ktory pogle prijemcovi.

Uvazujme, Ze odosielatel chce poslat otvoreny text x = 6 204. Vypocita
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r?modn = (6204)% mod 7811
38489616 mod 7811
= 4819
{lebo 38489616 = 7811 -4927 + 4819 }

Takze kryptotext je 4 819. Pretoze stéle poc¢itame modulo n, je kryptotext
vzdy mensi ako n.

Ktoré ¢isla z {1,2,...,7811} umocnené na druht modulo n = 7811 daju
¢islo 48197 Bez toho, aby sme poznali faktorizaciu 7811 = 107 - 73, ne-
vieme lep$i sposob, ako vyskusat skoro vSetkych 7811 kandidatov. V pri-
pade &isiel n, ktorjch velkost je az 101990 je takyto postup ale fyzikalne ne-
realizovatelny. Ked pozndme prvocinitele n, vieme efektivne urcit vsteky
celé ¢isla y, pre ktoré rovnice

y? mod n = kryptotext.

Mozu existovat najviac Styri také hodnoty y. Ktory z nich je otvoreny
text, uréime podla vyznamu. Alebo poziadame Alicu, aby ndm poslala
navyse eSte jeden bit obsahujuci Specialnu ¢iselno-teoretickti informéaciu.
O

Uloha 7.11 Vytvorte zodpovedajtci kryptosystém RABIN pre prvoéisla 13
a 17. Urcite kryptotext k otvorenému textu 100. Najdite vSetky y z mnoziny
{1,2,...,13-17} s vlastnostou

y? mod 13 - 17 = kryptotext.

Pretoze nechceme ist hlbsie do tedrie ¢isiel, nepoktSame sa ani ukdzaf,
ako vie prijemca vdaka svojmu tajomstvu - rozkladu ¢isla n - efektivne
vypocitat otvoreny text. Je ale dolezité povedat, Ze nemédme matematické
dokazy o tom, ze predkladani kandidati na jednosmerné funkcie st naozaj
jednosmerné funkcie. Stivisi to s nam uz znamym problémom, Ze nie sme
schopni dokézat dolné odhady zloZitosti konkrétnych problémov. A tak
st vSetky systémy s verejnym klGcom zaloZené len na skusenosti, Ze sa
doteraz nikomu nepodarilo néjst efektivny algoritmus na vypocet inverz-
nej funkcie f~!, teda ani na desifrovanie. Pre predstaveny kryptosystém
RABIN vieme, Ze jeho prelomenie je rovnako tazké ako rozklad daného
¢isla na prvocinitele. Presnejsie sformulované, ked vieme efektivne pre-
lomit kryptosystém RABIN, vieme aj efektivne rozkladat na prvocisla.
A aj naopak plati, ze ak existuje efektivny spdsob rozkladu na prvocini-
tele, potom je mozné RABIN efektivne prelomit. Volba velkosti prvocisiel
p a q v kryptosystéme RABIN s niekolko sto desiatkovymi ciframi je po-
tvrdend praxou, lebo ani najlepsie algoritmy na rozklad na prvocinitele



228 KAPITOLA 7

beziace na najrychlejsich sic¢asnych pocitacoch nevypocitaja p a q pre za-
dané n = p - ¢ ani za miliardy rokov. Preto sa ich velkost zviicSuje ako sa
zvysuje rychlost pocitacov.

V ¢om st prednosti systémov s verejnym kla¢om? Pokiisime sa o zhrnutie:

(i) Mame iba jedno tajomstvo, ktoré je u prijemcu. Nemusi sa ol s ni-
kym delit, a preto sa ho nemdze ani nik od niekoho iného dozvediet.
Prijemca si ho méze sdm vytvorit.

(ii) Sposob gifrovania sa uverejni. To je jedind komunikicia pred pou-
Zitim kryptosystému s verejnym klicom a tato komunikacia nevy-
zaduje sifrovanie. Po zverejneni spoésobu sSifrovania moze prijemcovi
poslat hocikto Sifrovant spravu.

Okrem uvedenych dvoch hlavnych vyhod kryptosystémov s verejnym kl-
¢om mozeme objavit vela dalSich vyhod, ked ich chceme pouzit na bez-
pecni komunikaciu tam, kde sa nedaji pouzit symetrické kryptosystémy.
Na ilustraciu ukadzeme jednoduchy komunikacény protokol pre digitalny
(elektronicky) podpis. Po pravnej stranke je vlastnoruény podpis druh
zaruky pravosti. V digitalnej komunikécii (napriklad pri elektronickom
prevode peniazi) nemoézeme poskytnaf vlastnoruény podpis. Okrem toho
by sme chceli, aby bol podpis voci falsovaniu bezpecnejsi ako vlastnorucny
podpis.

Sformulujme presne nase poziadavky na komunikaény protokol, ktory
chceme vytvorit. Zékaznik Z chce banke B preukédzat zaruku pravosti
prevodného prikazu z jeho Uctu, alebo podpisat nejaky iny dokument.
Pritom pozadujeme nasledujtce:

(i) Banka B musi byt presvedéenéd o pravosti podpisu Z. Aj B, aj Z
musia byt chrdneni pred trefou stranou (falSovatelom), ktora sa
chce pred B vydéavat za Z.

(ii) Z musi byt uchrédneny pred takymi aktivitami B, pri ktorych B
tvrdi, ze ma dokument podpisany Z, hoci Z ho nepodpisal (B sa
nesmie naucit falsovat podpis Z).

(iii) V pripade, ze Z podpisal dokument u, mad B moZnost presved¢it
hocikoho tretieho, ze dokument v naozaj podpisal Z.

Poziadavku (i) dokazeme splnif aj symetrickym kryptosystémom. Ale ni-
jaky symetricky kryptosystém nemoze zarudit stcasné splnenie podmie-
nok (i) a (ii).
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Uloha 7.12 Vytvorte komunikaény protokol pre digitélny podpis, zaloZeny na kla-
sickom kryptosystéme, ktory zaru¢i splnenie poziadavky (i).

Vlastnost (ii) dokdzeme splnit tazsie ako (i), lebo na prvy pohlad sa javi
proti nasej intuicii.

Na jednej strane - podmienka (i) - by sa B mala presvedcit
o pravosti podpisu Z, teda ocakdvame, Ze bude vediet nieco
0 sposobe podpisovania, aby mohla podpis overit. Na druhej
strane - podmienka (ii) - B nesmie o tom, ako sa Z podpisuge,
vediet privela, aby ho nevedela napodobnit.

Napriek tomu vytvorime na zdklade konceptu verejného kltica protokol
spliiajtici vietky tri poziadavky (i), (i) a (iii).

Vytvorenie protokolu

Zékaznik 7 mé kryptosystém s verejnym klucom, pricom jeho verejnd
Sifrovacia funkcia je Sifz a tajna deSifrovacia funkcia Desyz. Kryptosystém
je komutativny, teda pre Iubovolny otvoreny text plati:

Desyz (Sifz(otvoreny text)) = otvoreny text = Sifz(Desy (otvoreny text)).

To znamend, Ze mozeme nielen najprv pouzit na Sifrovanie Sifz(otvoreny
text) a potom na desifrovanie Desy (Sifz(otvoreny text)), ale na sifrovanie
mozeme pouzit najprv aj Desy(otvoreny text) a potom na desifrovanie

Sifz(Desz (otvoreny text)) = otvoreny text.

Banka pozné verejni Sifrovaciu funkciu Sify.

Komunikaény protokol
Vstup: Dokument u, ktory mé Z podpisat.
Postup:

1. Z vezme dokument u a vypoéita Desz(u). Potom Z posle banke B
dvojicu

(u, Desz(u))

2. Pouzitim verejnej Sifrovacej funkcie Sifz na prijaty podpisany do-
kument Desyz(u) banka B vypocita Sifz(Desz(u)) a porovnanim

u = Sifz(De§Z (u))

overi pravost podpisu.
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Splnenie podmienok korektnosti

(i) Nik iny okrem Z nevie efektivne vypoéitat spravu Desz(u) (podpi-
sany dokument u). Takze B je presvedc¢eny o pravosti podpisaného
dokumentu.

(ii) To, ze B pozna u a DeSz(u) jej nepomoze podpisat iny dokument
u’ ako Desz(u'), lebo B nevie efektivne vypodéitat funkciu Desy.

(iii) Vdaka tomu, ze sposob sifrovania Sify, je verejne znamy, moze banka
B hocikomu, kto mé o to zaujem, ukazat dvojicu (u,DeSz(u)), a ten
si moze overit platnost podpisu vykonanim vypoctu:

Sifz(Deéz (u)) =Uu

Toto elegantné rieSenie problému digitdlneho podpisu méze posobit ozaj
magicky. No to je iba zacdiatok mnohych dalsich zazra¢nych protoko-
lov, ktoré neocakavane riesia rozne komunikacné tlohy. Odévodnenie ich
spravnosti vyzaduje hlbsie vedomosti z algebry, tedrie Cisiel a algoritmiky,
preto sa musime, zial, zriect ich prezentacie. Su to jedny z najkrajsich
prikladov vysokej a fascinujucej uzitocnosti ,suchych®“ vysledkov mate-
matiky, ktorym sa ¢asto v nasom skolstve bohuzial nevenuje patri¢na
pozornost.

Uloha 7.13 V predstavenom protokole sa neudrziava dokument u v tajnosti,
lebo sa prenasa nesifrovany. Kazdy, kto nac¢iva komunikacii, sa moze dozvediet,
¢o je v u. Zmenme teraz poziadavku (iii) takto:

(iii") Nik treti, kto nac¢tva komunikacii medzi B a Z, nesmie zistit obsah pod-
pisaného dokumentu.

Navrhnite komunikaény protokol, ktory spliia vietky tri poziadavky (i), (ii) aj

(ii).

Uloha 7.14 (tvrdy oriesok) Vsimnime si problém autentifikdcie. Tu ne-
treba podpisovat nijaky dokument, ale musime presvedc¢it niekoho o nasej iden-
tite. Poziadavky na protokol pre autentifikdciu st nasledujuce:

(i) rovnaka ako (i), v zmysle, Ze B sa presvedéila o identite Z.
(ii") Z musi byt chréaneny, pred aktivitami, v ktorych by B chcela pred niekym
tretim vystupovat ako Z.

Predstaveny protokol nie je vhodny na autentifikdciu. B sa pocas digitalnej ko-
munikicie dozvie podpis® (u, Desz(u)) a v komunikécii s tretim sa nim moze
preukazovat ako Z. Navrhnite komunikaény protokol, ktory splia (i’) a (ii’).

preukaz
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Cast o kryptosystémoch s verejnym kltic¢om zakoncéime niekolkymi po-
zndmkami. Ked sa teraz niekomu vidi, Ze kryptosystémy s verejnym klt-
¢om s len pre jednostrant komunikdciu mnohych odosielatelov jedi-
nému prijemcovi, neuvedomuje si este vsetky moznosti. Mo6ze komuni-
kovat kazdy s kazdym. Kazdy, kto chce komunikovat, si vygeneruje svoje
vlastné tajomstvo (napr. p a ¢) a zverejni vo verejnom telefénnom zo-
zname zodpovedajicu Sifrovaciu funkciu (napr. n = p - ¢). Ak chceme
niekomu stkromne napisat, pouzijeme na zaSifrovanie otvoreného textu
prislusnu verejnu Sifrovaciu funkciu prijemcu.

Kryptosystémy s verejnym klu¢om nepredcia vo vsetkych parametroch
symetrické kryptosystémy. Klasické kryptosystémy, akym je DES, maju
jednu podstatnii vyhodu, Ze st vdaka hardvérovej realizacii ¢asto stovky-
krat rychlejsie ako kryptosystémy s verejnym klucom. To sa pri velkych
objemoch dat uz vyznamne prejavi. V praxi to vedie k tomu, ze krypto-
systém s verejnym klic¢om sa pouZije iba na vymenu kltca pre symetricky
kryptosystém, ktory sa vyuziva pri daliej komunikacii!® na prenos vset-
kych ostatnych tdajov.

7.7 Milniky naSich objavov - cesta krajinou
zazrakov kryptografie

Kryptografia sa zaobera tvorbou kryptosystémov umoznujucich bezpecni
vymenu tajnych informacii. P6vodne sa pestovala kryptografia ako ume-
nie vytvarania tajnych pisiem. Komunikujici (odosielatel a prijemca)
a ich protivnici (kryptoanalytici) hrali navzajom duchaplnt hru. Jedna
strana vymyslela Sifrovanie zalozené na roznych trikoch a druhé strana
sa ich snazila najst a odhalit a prelomit tym dany kryptosystém. Pojem
bezpecnosti sa pri tejto hre vtipnych ndpadov nedal vobec sformulovat.

Auguste Kerckhoffs vypracoval prvé poziadavky na bezpecnost kryptosys-
tému zaloZené na tom, Ze spolahlivost kryptosystému zavisi len od utaje-
nia kltéa (a nie od utajenia sposobu Sifrovania). To viedlo sprvu k pred-
stave, Ze na zarucenie bezpecnosti je nevyhnutny a postacujuci velky po-
¢et klacov. Je to dost zrejmé poziadavka, ale rychlo sa ukazalo, Ze bez-
pecnost kryptosystému nezarudi ani velky pocet klucov.

Na fundovani definiciu bezpecnosti sme museli ¢akat, az kym sa nezacali
vytvarat pojmy v informatike akymi s algoritmus, vypoctova zlozitost
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a tym aj efektivna (praktickd) riesitelnost. Potom informatika definovala
bezpecnost kryptosystému ako neexistenciu efektivneho algoritmu, ktory
by umoznil degifrovat spravu bez toho, aby poznal klu¢. Od tohto okamihu
sa zacinaju moderné dejiny kryptoldgie ako vednej discipliny na hranici
informatiky, matematiky a ¢oraz viac aj fyziky!l.

Klasické kryptosystémy sa vyznacuju tym, ze klu¢ urcuje sposob Sifrova-
nia a rovnako aj sposob deSifrovania, tym predstavuje spolo¢né tajom-
stvo prijemcu a odosielatela. Hlavnym problémom je zhodnut sa na jed-
nom spolo¢nom kliéi skor ako mame k dispozicii bezpeény kryptosys-
tém. Ukézali sme si, ze vieme vytvorit komunikaény protokol na vymenu
klaca, ktory je ale bezpecny len voéi pasivnemu protivnikovi. Tajomstvo
sa prezradi v pripade, ked sa protivnik vie zapojit do komunika¢nej linky
a vydavat sa za prijemcu.

Vychodisko z tejto situacie prinieslo skonstruovanie kryptosystému s ve-
rejnym klaéom. Hlavnd myslienka vychddza z tedrie zlozitosti a takz-
vanych jednosmernych funkcii. Jednosmerna funkcia sa da efektivne vy-
poditat, ale zodpovedajica inverznd funkcia nie, pokial nemame nejaki
dodato¢nt vedomost (a ti mé ako jediny iba prijemca). Tajné dodatoéna
vedomost hra podobni tilohu ako svedkovia pri vytvarani efektivnych ran-
domizovanych algoritmov. Samotna jednosmerna funkcia je zverejnena
a pouziva sa na Sifrovanie dokumentov. Tajni vedomost mé len prijemca,
ktory s jej vyuzitim vie pomocou inverznej funkcie efektivne desifrovat
kryptotexty.

Pretoze je tazké dokézat dolny odhad vypoctovej zlozitosti konkrétnych
algoritmickych tloh, nik zatial matematicky nedokéazal, Ze nejakd kon-
krétna funkcia je jednosmerna. Vyskusani a v praxi pouzivani kandidati
na jednosmerné funkcie st nasobenie, ktorého inverzna funkcia je fak-
torizacia a umocnovanie (na druht) modulo prirodzené ¢islo n, ktorého
inverznd funkcia je pocitanie zodpovedajicej modularnej odmocniny.

Vdaka kryptosystémom s verejnym kli¢om st tu dnesné aplikdcie v ob-
lasti e-komercie, ktoré by so symetrickym spoésobom Sifrovania neboli
mozné. Dalsi vyvoj sa ubera smerom k elektronickym volbam a mnohym
inym aplikaciam.

Koncept kryptosystémov bol prvy raz predstaveny v roku 1976 dvojicou
Diffie a Hellman [DH76]. Najrozsirenejsi systém je RSA kryptosystém,
ktory vymysleli v roku 1978 Rivest, Shamir a Adleman [RSA78]. Podobne

HKvéli kvantov§m efektom pouzivanym v kryptografii. Viac o tejto téme prezentujeme
v kapitole 9.
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ako v mnohych inych pripadoch trvalo priblizne 20 rokov, kym sa tento
neuveritelny poznatok zékladného vyskumu dockal Sirokého komeréného
vyuzitia.

Ako tivod do kryptografie odporuc¢ame knihy [Beu02a, Beu02b]. Zaujem-

com o hlbsie vedomosti doporuc¢ujeme knihy Salomaa [Sal96], Delfs und
Knebl [DKO02] a [Hro04c].

Navody na riesenie vybranych tuloh

Uloha 7.5
a) Mame:
00110011
1 00101101
~ 11100001
1 00101101

00110011
b) Tento spdsob funguje, pretoze plati

(alec)lc=a,

a teda dvojndsobnou aplikiciou klic¢a na otvoreny text dostaneme opéit
ten isty otvoreny text.

¢) Vysledok operédcie L je vzdy obrétenim vysledku operacie @. Ked plati
a®b=1, potom plati a« 1. b =0 a v pripade, Ze plati a & b = 0, plati aj,
zea L b=1.

Uloha 7.6 Osoba A vygeneruje ndhodne postupnost bitov ajas ... a, a pouzije
operaciu @ na to, aby zasifrovala otvoreny text k1 ks . . . k, na kryptotext ky ... &y,
@ aj...a,. Potom A znova vygeneruje n bitov b1bs ... b, a vypocita:

a1ag ...0an
®  biby...b,
C1C2...Cp .

Potom A posle kIG¢ bibs . ..b, osobe B a kIU¢ cics...c, osobe C. PretoZe je
postupnost bitov bibs...b, zvolend ndhodne, ani B ani C' nemdzu urcit ke
a1as . .. ay, S ktorym bol zaSifrovany otvoreny text kiks...k,. Bez toho, aby
poznali kIG¢ ayas . . . a, nie je mozné deSifrovat kryptotext dids . ..d,. Ak ale B
a C vzajomne spolupracuju, dokazu klaé ajas . .. a, vypodcitat nasledovne:

bibs...b,
D c1ca...Cp
a1ag ...0yn .

Ked maju povodny klIGé ajas ... a,, vedia spocitat otvoreny text kiks, ...k, =
dldz...dnGBalag...an.






Vedecké objavy sa robia takto:
Vsetci vedia, Ze sa nie¢o nedd urobit.
Potom pride niekto, kto to nevie

a objavi to.

Albert Einstein

Kapitola 8

Pocitanie s DNA molekulami alebo
biopocitacova technolégia na obzore

8.1 Ako to bolo doteraz

Mnohé science fiction romany sa zac¢inaji zmesou obsahujicou biologické
a elektronické prisady alebo spajaju ludsky mozog s poc¢itadovymi kompo-
nentmi a na konci je z toho inteligentny biorobot. Téma tejto kapitoly je
vzdialend od takychto utopickych predstéav a nerealistickych proroctiev
niektorych vedcov v oblasti umelej inteligencie zo Sestdesiatych rokov.
Predstavime uz existujtucu technolégiu biopocitacov, ktord nie je len hy-
poteticka. Ci sa ona presadi v praxi, zavisi od toho, ako pokro¢i v dalsom
obdobi rozvoj biochemickych metéd na vyskum DNA sekvencii.

Ako takéto biopocitace vyzeraju? Ako sme sa dostali k realistickej biolo-
gickej pocitacovej technolégii? Nasa skiisenost s poc¢ita¢mi za poslednych
pitdesiat rokov ukazuje, Ze st kazdé dva roky dvakrat mensSie a stcasne
dvakrat rychlejsie ako predtym. Exponencialne zlepSenie v case. Takto
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obr. 8.2

to nemodze pokracovat donekoneéna, elektronické technolégie ¢oskoro do-
siahnu hranice miniaturizacie, ¢im sa definitivne skon¢i rychly rast vy-
konu poéitac¢ov. Fyzikalne hranice vykonu pocitacov sa spocitali uz velmi
dévno, a uz v roku 1959 sa znamy fyzik Richard Feyman pytal: ,Ako
to pdjde dalej? Moézeme miniaturizovat tym, Ze realizujeme vypoctové
procesy na urovni molekul a ¢astic?“ Vysledkami tychto tivah st DNA-
pocita¢ a kvantovy pocitac, ktoré predstavime v tejto a nasledujicej ka-
pitole.

Teraz rozumieme, ze potreba miniaturizacie a s nou spojeny narast vy-
konu viedol k Zelaniu pocitat na trovni molekal a atémov. Je ale toto
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zelanie realizovatelné? Nie je to neprirodzend myslienka? Mame nutit
molekuly robit nieco, na ¢o vobec neboli uréené? Prv ako odpovieme
na tieto otazky, zamyslime sa nad tym, ¢o je prirodzené, a ¢o nepriro-
dzené. V nasom umelom svete matematickych modelov skutocnosti pra-
cujeme so symbolmi. Vsetky cisla alebo iné tdaje st zapisané ako texty,
teda postupnosti symbolov. Uz sme sa naudili, Ze pracu pocitaca si mo-
Zeme vo vSeobecnosti predstavit ako transformovanie vstupnych textov
(adajov) na vystupné texty (udaje).

Ako je to s DNA sekvenciami? Vieme, Ze st nositelmi biologickych in-
formacii a ze vSetky procesy v Zivych organizmoch st riadené informa-
ciami ulozenymi v DNA sekvencidch. V stc¢asnosti rozumieme len malému
zlomku tohto riadenia, ale vbbec nepochybujeme, Ze na biologické procesy
mozeme nazerat aj ako na spracovavanie informacii. Napriek tomu nie
sme dostato¢ne daleko v chdpani tychto procesov, aby sme ich vedeli vy-
uzit na pocitanie. Hlavna myslienka DNA pocéitaca je ovela jednoduchsia.
DNA sekvencie si mdzeme predstavit ako texty zostavené z pismen A, C, G
a T. Styri pismen4 predstavuji bazy Adenin (A), Cytosin (C), Guanin (G)
a Thymin (T), z ktorych je zlozeny DNA kéd. Typicky sa DNA vysky-
tuje ako molekula v tvare dvojitého refazca (obr. 8.1 a obr. 8.2), pri¢om
vézby vznikaji len medzi A a T a medzi G a C. Chemické vizby A — T
a G — C su podstatne slabgie ako ostatné viizby v retazci na obr. 8.1. D6-
lezité je, ze do urcitej miery vieme regulovat molekularnu stabilitu DNA.
Nage udaje si mozeme predstavit ako texty zloZené so symbolov A,C,G
a T a zo zodpovedajicej symbolickej DNA sekvencie k nim vytvorit fy-
zickl reprezentaciu. S idajmi reprezentovanymi tymto spésobom mozeme
vykonavat v reagenénych nadobach v laboratériu biochemické operécie,
ktorymi DNA sekvencie menime. Vytvorené DNA sekvencie na konci pre-
Citame a interpretujeme ako vysledok.

Na pocudovanie sa dd matematicky dokézat, ze takéto DNA pocitace su
schopné urobit presne to isté ako klasické elektronické pocitace. To zna-
mend, ze naSe chdpanie algoritmicke] riesSitelnosti sa ani trochu nespo-
chybnilo. Co dokazeme vyriesit algoritmicky (automaticky na poéitadi),
to vieme urobif aj s DNA algoritmami a plati to aj opacne.

Co méame z toho, ked namiesto elektronického poéitaca pouzijeme DNA
poéita¢? Kvapka vody obsahuje 10 molektl. Ked mame v reagencnej
miske 102! DNA sekvencii, vietky operécie sa vykonajt sticasne (para-
lelne) na vietkych 10%! molekuldch. Na beznom pocitaci nikdy nevykonéte
st¢asne operaciu s 102! tidajmi. Tadial vedie cesta k dalsiemu Zelanému
urychleniu vypoctovych procesov.
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obr. 8.3

Preto sme dnes azda na zaciatku produktivnej konkurencie dvoch réz-
nych pocitacovych technolégii. Tato predstava je zobrazena na obrazkoch
(obr. 8.3, obr. 8.4 a obr. 8.5) v knihe ,DNA-Computing®, ktort napisali
Paun, Rozenberg a Salomaa. Na obr. 8.3 vidime dnes vedticu a najrozsire-
nejsiu technolégiu klasickych elektronickych pocitacov. Obr. 8.4 predsta-
vuje DNA-Computing, pri ktorom sa vykonévaji biochemické operacie
v reagen¢nych nadobéch v laboratériu. Co vznikne z tejto konkurencie?
Mozno rozumné zmes elektroniky a biomasy. Namiesto toho, aby sa che-
mické operacie vykonavali ruéne, moze ich realizovat elektronicky robot
ako na obr. 8.5.

V tejto kapitole ukdZzeme v odseku 8.2 zoznam realizovatelnych biochemic-
kych operécii, ktoré postacuji na to, aby sme mohli vykonat Iubovolny
vipocet. Potom prezentujeme znamy experiment Adlemanal, ktory ako
prvy vytvoril ,biopocitac¢* a vo svojom laboratériu na nom na zaciatku
deviitdesiatych rokov vyrie§il konkrétny pripad optimaliza¢nej tilohy ob-
chodného cestujiceho. Nakoniec vsetko zhrnieme a prediskutujeme silné
a slabé stranky technolégie DNA pocitacov a objasnime, za akych pred-
pokladov ich méze ¢akat tispesna budicnost.

Viimnite si, Ze je to ten isty Adleman, ktory je jednym z troch vynalezcov znameho
RSA kryptosystému.
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obr. 8.4

obr. 8.5
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TTCGGATG —>

<— AAGCCTAC

obr. 8.6

8.2 Ako sa da premenit laboratérium
na biopoditac

Pri vareni podla receptu a pri modelovani pocitaca sme sa v druhej ka-
pitole naucili, ze ked sa chceme dohodnif na pojmoch ,pocitac“ a ,algo-
ritmus®, musime zafixovat sposob reprezentovania a pamétania si tdajov
a tiez uréit zoznam operacii s idajmi, pri ktorych neméame pochybnosti
ako ich vykonatf.

V modeli DNA pocitaca su udaje DNA sekvencie ako molekuly v tvare
dvojitého retazca. Tieto dvojrefazcové molekuly st fyzickym nosi¢om in-
formécie. Samotné DNA molekuly mozeme ulozit v reagenénych nado-
bach. K dispozicii méame koneény pocet reagenénych nadob.

Aby sme mohli s obsahmi reagen¢nych nadob vykonat operacie, moéZzeme
pouzivat rozne pristroje a potrebné predmety. Neméme v timysle podat
detailné vysvetlenie, ako a preco sa daji vykonaf prislusné biochemické
operacie, pretoze nepredpokladdame rozsiahle predchédzajice vedomosti
z molekuldrnej bioldgie. Na druhej strane chceme sprostredkovat aspon
predstavu o tom, z akych doévodov st mozné urcité chemické operacie.
Preto si stru¢ne zopakujeme niektoré zdkladné vedomosti z biolégie?.

James D. Watson a Francis H. C. Crick v roku 1953 objavili, ze DNA
molekula ma Struktiru v tvare dvojitej zavitnice (obr. 8.1, obr. 8.2). No-
belova cena, ktortl za to dostali, je len malym potvrdenim skutoc¢nosti,
Ze to bol jeden z najvyznamnejsich objavov dvadsiateho storocia. Fakt,
Ze sa navzajom mozu spajat len bazy G s C a A s T, nazyvame Watson-
Crickova komplementarnost. Idealizovan4 predstava® DNA molekuly
je dvojity retazec na obr. 8.6.

Uloha 8.1 Nakreslite alebo doplitte kresbu molektl DNA, ktorjch vrchné re-
tazce st AACGTAT, GCCACTA a AACG.

2Podrobné predstavenie pre nebiolégov mézeme nijst v [BB03, PRS05].
3Molekuly DNA majt zlozitt trojrozmernti $truktiru, ktora je podstatna z hladiska, ich
funkénosti.
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fostatovy zvysok

nalavo od Z—— CH,

na Obr. 8.1 5 \ fosfatovy zvysok
C C vpravo od Z

na Obr. 8.1

/N
N

béza

(A,C,G,T)

obr. 8.7

Vizby v refazci
TTCGGATG

su priblizne desatkrat silnejSie ako chemické vizby medzi nukleotidmi
A---TaG---C. Retazce
TTCGGATG

AAGCCTAC

v dvojitom retazci (obr. 8.6) maju svoj smer, Vrchny ide zlava doprava
a spodny ide zprava dolava. Smer dostaneme, ked ocislujeme atémy uhlika
v cukre (Z na obr. 8.1), ktoré vytvaraju vizby s fosfatovymi zvyskami (P
na obr. 8.1) a s bazou (jednou z baz A, T, C alebo G na obr. 8.1). Je presne
5 uhlikovjch atémov na jeden nukleotid* a zjednodusene mézeme situdciu
znézornit ako na obr. 8.7.

Na obr. 8.7 je znazornena molekula cukru (Z na obr. 8.1). Pitf atémov
uhlika C' je o¢islovanych 1/,2', 3", 4" az 5'. Atém 1’ sa stard o viizbu k baze.
Atém uhlika 3" zodpoveda za viizbu na fosfatovy zvysok v refazci vpravo
a uhlikovy atém 5 tvori viizbu s fosfatovym zvyskom v refazci vlavo.
Preto sa smer zlava doprava oznacuje v bioldgii ako smer 5 — 3'.

Pre nas je teraz dolezité vediet len to, Ze zvySenim energie (napr. ohriatim)
mozeme dosiahnut rozpad vizieb medzi bdzami A --- T a C --- G, ktoré

“Nukleotid sa skladd z fosfatového zvysku, jedného cukru a jednej zo Styroch baz
A,C,G,T.
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st podstatne slabsie ako viizby v ramci jednotlivych refazcov. Tak vieme
rozdelit dvojrefazcovi DNA molekulu na dve samostatné jednoretazcové
DNA molekuly. Za ,,vhodnych* podmienok sa méze z dvoch samostatnych
refazcov znova vytvorit jedna dvojrefazcovd molekula, ale iba, ked st
postupnosti bz Watson-Crick komplementérne.

Dalsou dblezitou vlastnostou molekuly DNA je, Ze mé zaporny naboj,
ktorého velkost je priamo timerna dlzke molekuly.

Teraz uz vieme dost na to, aby sme si mohli predstavit niektoré zédkladné
chemické operacie s obsahmi reagen¢nych misiek. Z tychto operacii potom
mozeme zostavovat DNA-programy. Ozna¢me si reagencné nadoby ako
R, Ro, Rs atd.’

(i) UniOIl(RZ‘,Rj,Rk)
Obsahy reagenénjch nadob R; a R; daj
do reagencnej nadoby Rjy.

(ii) Amplify(R;)
Znasob polet DNA-postupnosti v R;.

Tieto operacie su zalozené na Watson-Crickovej komplementarnosti
a nazyvaju sa polymerazova retazova reakcia. Tato metéda sposo-
bila revoltciu v molekularnej bioldgii a Kary Mullis, ktory ju v roku
1985 objavil, dostal za tento objav Nobelovu cenu. Dvojité DNA
molekuly sa zahrievaju dovtedy, pokym sa nerozpoja vizby me-
dzi badzami. Tym dostaneme z dvojitého refazca dva jednoduché,
bez toho, aby sa tieto porusili. Tato faza sa nazyva denaturova-
nie. Potom sa do vzniknutej ,DNA polievky“ pridaju® jednotlivé
nukleotidy a vSetko sa ochladi. Pritom sa nukleotidy naviazu na zod-
povedajtce komplementarne bazy jednotlivych jednoduchych retaz-
cov a znovu sa vytvoria identické dvojretazcové DNA-molekuly, ¢im
sa ich pocet zdvojnasobi. Cely proces sa niekolkokrat opakuje.

(iii) Empty?(R;)
Testuj, ¢i R; obsahuje aspoii jednu DNA-molekulu
alebo vdbec nic.

(iv) Length-Separate(R;,[) pre [ € N.
Této operadcia odstrani z R; vSetky DNA-sekvencie,
ktoré nemaja dlzku presne [ baz

®podobne ako registre v poéitaci
5Toto je znacne zjednoduSens predstava daldich fiz polymerazovej retazovej reak-
cie nazyvajucich sa ,Priming“ a ,Extension“. Podrobnejsie informacie mozno najst

v [PRS05].
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dlhé retazce

kratke retazce

obr. 8.8

Pri tychto operéaciach sa vyuziva technika gélovej elektroforézy. Vie-
me, Ze ked umiestnime DNA-molekuly do elektrického pola, budu
sa vdaka ich zdpornému néboju premiestiiovat smerom ku klad-
nej elektréde. Velkost molekuly ju brzdi a znizuje jej rychlost. Za-

.....

.....

a zrychlujuci faktor navzajom zrusia a vSetky molekuly sa pohybuju
ku kladnej elektréde rovnakou rychlostou. Preto priddme do pola
DNA-sekvencii). Dosledkom toho sa kratsie DNA-molekuly pohy-
buju rychlejsie ako dlhé (obr. 8.8). D4 sa vypocitat rychlost jednot-
livfch DNA-molekl v zévislosti od ich dizky. Ked dosiahne prva
(najkratsia) molekula kladnt elektrédu, elektrické pole sa vypne
a podla dlZok prejdenych drah sa daja urcit dizky DNA refazcov.
Kedze DNA-molekuly st bezfarebné, aby sme mohli cely proces sle-
dovat, mozeme ich oznacit fluorescenénymi farbami.

(v) Concatenate(R;)
DNA-sekvencie v [I; sa m6zu n&hodne spéja‘cf7 do dlhsSich,
dlhSie DNA-sekvencie vznikaja tym, Ze sa kratSie zapoja
za seba.

"Presnejsie vysvetlenie je v Casti 8.3.
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(vi) Separate(R;,w) pre reagen¢ni nadobu R; a DNA sekvenciu w.
Operaciou sa odstrédnia z R; v8etky DNA-molekuly,
ktoré v sebe neobsahuju sekvenciu w.

Napriklad w = ATTC je ¢astou x = AATTCGATC, lebo sa v celku
vyskytuje v x. Vykonanie takejto operacie vyzaduje trochu viac
namahy. Najprv mézeme vSetky dvojité retazce zahriatim rozpo-
jit na jednoduché. Potom pridat mnoho képii DNA sekvencii kom-
plementarnych k w a mierne vSetko ochladif. Napriklad k refazcu
w = ATTC je komplementarny refazec TAAG. Sekvencie komplemen-
tarne k w sa naviazu na zodpovedajuce ¢asti w jednoduchych retaz-
cov. Jednoduché retazce, ktoré neobsahuju w, sa nedoplnia a ostant
jednoduché. Potom vsSetko prefiltrujeme cez filter prepustajuci len
jednoduché retazce. To, ¢o ostane, st refazce ako

AATTCGATC
TAAG
kde nie st uz jednoduché retazce, ale ani kompletné dvojité refazce.
No pridanim jednotlivych nukleotidov moézeme tUplny dvojity reta-
zec opét reprodukovat.
(vii) Separate-Prefix(R;,w) pre R; a DNA-sekvenciu w.

Odstranime vSetky DNA-molekuly, ktoré sa nezac“:inajfl8
na w.

(viii) Separate-Suffix(R;,u) pre R; a DNA-postupnost.
Odstran vSetky DNA-molekuly, ktoré sa nekonéia na u.

Uloha 8.2 Nech reagenéné nadoba R obsahuje ATTGCCATGCC, ATATCAGCT,
TTGCACGG, AACT, AGCATGCT.

Ktoré DNA-molekuly zostant po vykonani nasledujicich operacii?

) Length-Separate (R, 7)

) Separate (R, TTGC)

) Separate-Prefix (R, TTGC)
) Separate-Suffix (R, GCT)

a
b
¢
d

Uloha 8.3 Chcete vykonat operéaciu Separate( R, AACT). Ktoré DNA-refazce mu-
site po zahriati pridat k R, aby ste mohli nasledujtcou filtraciou oddelit ne-
vhodné jednoduché retazce?

8Tu sa zriekneme podrobnejsej predstavy, ako sa to uskutoéiiuje.
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obr. 8.9

Z uvedenych 8 operécii sa uz da vytvorit DNA pocitac, ktory vie robit to
isté ako PC. Ako sa to dé4, ukdZeme v nasledujicom odseku.

8.3 Adlemanov experiment alebo biohladanie
cesty

V casti 8.2 sme tvrdili, ze s tam uvedenymi biochemickymi operaciami
vieme urobit vSetko, ¢o sme schopni vykonat aj na klasickom podcitaéi.
Nechceme tu robit matematicky dokaz, ale je najvyssi ¢as uviest aspon
priklad ako DNA poéitaé¢ vie vyriesit algoritmicky problém. V§imneme si
problém Hamiltonovej cesty v orientovanom grafe (v literattire sa ozna-
¢uje ako HPP) a povieme si, ako Adleman v chemickom laboratériu
uspesne vyriesil pripad problému HPP. Adlemanov experiment sa ukézal
ako velmi podnetny a mnohé Spickové univerzity realizuja vyskumné pro-
jekty, v ktorych sa usiluja vyvijat DNA technolégiu na rieSenie tazkych
problémov.

Pripad HPP problému zadame prostrednictvom cestnej siete (alebo siete
leteckych liniek). Mesta (alebo krizovatky) st zndzornené (obr. 8.9) ako
vrcholy a spojenia medzi mestami ako rovné ¢iary. Ked sa ¢iary pretinaja
mimo mesta, nema to pre nas vyznam (rovnako ako pri leteckych linkéch),
pretoze sa nemozeme z jednej dostat na druht. Spojnice st jednosmerné.
Ked pouzijeme spojnicu Lin(s1, $2) z s1 do s9, dostaneme sa nevyhnutne
do sy. Dalsia ¢ast pripadu st mend dvoch réznych miest s; a sj. HPP
problém je rozhodovaci problém a otdzka je, ¢i je mozné zacat v s;, prejst
prave raz kazdym mestom v sieti a skoncit v s;. Takato cesta sa nazyva
Hamiltonova cesta z s; do s;.
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Znéazornime si to na konkrétnom pripade problému. Pripadom je sief
na obr. 8.9, Start je v s1 a ciel v s5. RieSenim je napriklad

§1 — 89 — 83 — S84 — Sj

(Hamiltonova cesta z s do s3), lebo kazdé mesto sme navstivili prave raz
a navstivili sme vsetky mesta v sieti. Na prejdenie cesty potrebujeme styri
spojnice Lin(s1,sq2), Lin(ss,ss), Lin(ss, s4) a Lin(sy,ss), ktoré v sieti
aj skutocne su. Takze spravna odpoved pre tato inStanciu problému je
LANO“.

Pre siet na obr. 8.9, Start s, a ciel s; neexistuje Hamiltonova cesta.
Spravna odpoved v tomto pripade musi byt ,NIE“. Spozndme to podla
toho, Ze ciel s1 je pristupny len zo Startu s, a to jedinym sposobom. Z s9
musime ale najskor navstivit vsetky ostatné mesta. Ked ale potom chceme
ist do s1, musime prejst opét cez so, ¢o ale nie je dovolené, lebo by sme
ho navstivili druhy raz.

Uloha 8.4 Pozrime si sief na obr. 8.10. Existuje Hamiltonova cesta

a) z s1 do s7?
b) z s7 do 517
¢) z s4 do s3?
)

d) z s5 do s17

Uloha 8.5 Pre ktoré dvojice miest start a ciel existuji Hamiltonové cesty v sieti

a) na obr. 8.9 ?
b) na obr. 8.10 ?
¢) na obr. 8.11 7

V dalsom budeme nazyvat cesta z s; do s, lubovolnt postupnost uzlov
S1, S2, - - ., Sn, takych, ze v sieti s spojenia

Lin(s1, s2), Lin(sa,83), ..., Lin(sn—1, Sn).
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(4
A f

obr. 8.11

Namiesto Lin(s;,s;) budeme skratene pisat e;_.;. Teda sq, s7, 51, s7, 51
alebo s7,s1, S9, S5, S2, S5, S¢, S1, S7 sU cesty, lebo na ceste sa mézu uzly
lubovolne opakovat.

Adleman uvazoval nad pripadom problému na obr. 8.11 so Startom s
a s cielom sg. Jeho stratégia bola nasledujica:

Mend miest v sieti zakoduj sekvenciami DNA. Potom umozni,
aby sa mend vzdjomne prepojenych miest mohli spojit za se-
bou do DNA sekvencie. PouZi tolko DNA sekvencii pre kazdé
miesto v sieti, Ze pri ndhodne zvolengch vzdjomngych prepoje-
niach vzniknid vsetky mozné cesty v sieti. Aplikdciou roznych
operdcii Separate odstran z reagencnej ndadoby vsetky cesty,
ktoré mepredstavuju Hamiltonovu cestu z sg do sg.

Prv ako biochemicky uskutoc¢nil tiito stratégiu, vybral pre miesta najprv
»~DNA menda“ ako texty z pismen A,C,G,T.

Napriklad nasledujtice sekvencie baz dizky 20 zvolil ako jednoduché re-
tazce predstavujlce sg, s3 a S4:

So = TATCGGATCGGTATATCCGA
s3 = GCTATTCGAGCTTAAAGCTA
sS4 = GGCTAGGTACCAGCATGCTT

Teraz chceme reprezentovat prepojenie (ulicu) z s; do s; ako také jedno-
duché DNA retazce, Ze operaciou Concatenate(R) budt moct vzniknat
iba také dlhsie DNA retazce, ktoré zodpovedaju existujicej ceste v sieti.
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59 53
AN N
- N/ N\
TATCGGATCGGTATATCCGAGCTATTCGAGCTTAAAGCTA
CATATAGGCTCGATAAGCTC
G J
R
€23
obr. 8.12

Pritom vyuzijeme vlastnosti DNA, Ze bazy mozu vytvarat vylucne dvojice
A s T alebo C s G. Pre cestu z e;_,; z s; do s;

e rozdelime ich texty (DNA reprezentécie s; a s;) vzdy v strede na dve
polovice;

e vytvorime takzvané doplnky k druhému dielu s; a k prvému dielu
sj: Nahradime A s T, C s G a tiez aj obratene;

e pre ulicu e;_,; vytvorime text (DNA reprezentéaciu) spojenim tychto
dvoch doplnkov.

Vsimnime si, ze sme tym urcili aj smer ulice. V nasom priklade to zna-
mena

€93 = CATATAGGCT CGATAAGCTC;
e3—9 = GAATTTCGAT ATAGCCTAGC;
es3_4 = GAATTTCGAT CCGATCCATG.
Tym sa jednotlivé retazce pre s a s3 mozu spojit do jedného refazca

pre es_.3 ako na obr. 8.12.

Uloha 8.6 Nakreslite prepojenie s3 a s4 spojom ez_.4 analogicky ako je to pre so
a s3 na obr. 8.12.

Uloha 8.7 Predstavme si, Ze do siete ulic na obr. 8.11 priddme spojenie es_4.
Aky musime zobrat pre es .4 refazec? Nakreslite zodpovedajice prepojenie so
a S4.

Ked teraz zoberieme jednoduché refazce ako DNA sekvencie zodpoveda-
juce tomuto kddovaniu a dame ich za vhodnych podmienok do reagencnej
nadoby, mozu sa spajat do dvojitych retazcov tak, ako je to na obr. 8.13.

Kazdy takyto dvojity refazec opisuje nejakt cestu v cestnej sieti. Aby to
celé bezchybne fungovalo, musime zabezpecit, aby sa zakddovania ciest
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[ s1] ss] saf su| so] sa[ saf s5] s
‘ €13 €3H4‘ €4H1‘ €1H2‘ 6243‘ €3H4‘ €4H5‘ 65H2‘ €2H3‘

[ so] sa] s2] 1

\ 6’0—>3\ 63*2\ 62_>1\ 6’1—>2\

| so| ss| sa| ss| s6|
[ Y P e

obr. 8.13

mohli predlzovat len sposobom, ako je to v uvedenom priklade. Predo-
vSetkym musia byt v8etky polovice kédov miest navzajom rozne.

Po tom, ¢o sme mestd a cesty takto zakddovali, mozeme zrealizovat Ad-
lemanovu stratégiu hladania Hamiltonovej cesty nasledujicim DNA al-
goritmom pre dant sief n miest sg, S1,...,5,_1:

1. Daj do reagen¢nej nadoby 7' DNA kddy vSetkych miest a ciest (ako
jednoduché refazce). Pridaj DNA sekvenciu dizky 10?, ktoré je do-
plnkom k prvej polovici so a DNA sekvenciu dlzky 10, ktoréd je
doplnkom k druhej polovici cielového miesta s, 1.

2. Opakuj (2n - logy n)-krat operaciu Amplify(7), aby vzniklo aspon
n®" képii z kazdého z tychto DNA retazcov.

3. S Concatenate(T") vytvor velké mnozstvo dvojretazcovych DNA sek-
vencii, ktoré predstavuji rézne dlhé cesty v cestnej sieti. Tento pro-
ces prebieha ndhodne a velky pocet mien miest ndm zarudi, Ze s vy-
sokou pravdepodobnostou'® vznikne kazda zo vsetkych moznych
ciest, ktorych dizka je az n.

4. Aplikuj operaciu Length-Separate(T’, 1), pricom I je n nasobok dlzky
kédu jedného mesta. V T ostant len kédovania zodpovedajtce ces-
tam, ktoré prechadzajt presne cez n miest.

5. Pouzi Separate-Prefix (T, so), aby v T ostali len také DNA sekvencie,
ktoré zodpovedaji kédom ciest za¢inajtcim sa v sg = START.

9Dizka 10 zodpoveda nasej sieti z obr. 8.11. Pre kédy miest v inych siefach st mozné
iné dlzky.
0Prirodzene pri tom nadhodne vzniknd aj cesty dlhsie ako n.
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Start

L4 % Ciel

obr. 8.14

6. Pouzi Separate-Suffix(7', s,,—1), aby v T ostali len také DNA sekven-
cie, ktoré zodpovedaji kédom ciest konciacim sa v s,,_1 = CIEL.

7. Aplikuj postupnost (n — 2) operacii
Separate(T, s1), Separate(T, s1), ..., Separate(T, s,_2).

Po vykonani postupnosti operacii v T ostani len tie cesty, ktoré
kazdé mesto z {sg, s1,...,S,—1} obsahuji aspon raz. Pretoze vyko-
nanie kroku 4 nam zaruci, ze v T" st len cesty prechadzajtce presne
n mestami, obsahuju tieto cesty kazdé mesto prave raz.

8. Preskiimaj obsah T s Empty?(7T) a odpovedaj ANO, ak v T ostala
aspon jedna DNA sekvencia. V opa¢nom pripade odpovedaj NIE.

Pouzitim algoritmu na sief na obr.8.11 so Startom sg a cielom sg dosiah-
neme, ze v reagenénej nadobe ostani molekuly dvojitého refazca DNA,
predstavujice Hamiltonovu cestu

Sog — S1 — SS9 — 83 — S4 — S5 — Sg.
Teda potvrdili sme spravnu odpoved ANO.
Uloha 8.8 Najdite aspoii tri rozli¢né cesty v sieti z obr. 8.11, ktoré ostant v re-
agencnej nadobe po vykonani piatej operacie z Adlemanovho DNA algoritmu.
Co zostane po vykonani Siestej operacie?

Uloha 8.9 Pozrime si cestn siet na obr. 8.14:

a) Uvedte (¢o najkratsie) kédovanie (prostrednictvom DNA) miest, také, aby
boli splnené nasledujiice podmienky:
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1. Kéd kazdého mesta sa odlisuje od kédu lubovolného iného mesta
najmenej na Styroch poziciach.
2. Prvéa i druhd polovica kédu kazdého mesta sa odlisuje od prvej aj
druhej polovice kédu lubovolného iného mesta.
b) Urcte DNA kédy ulic, ktoré sa budia hodif k vasim kédom miest.

Uloha 8.10 Opiste detailne priebeh Adlemanovho algoritmu pre vstup z tilohy
8.9, pricom uvediete postupnost operacii s konkrétnymi parametrami (DNA sek-
venciami a dlzkami).

Uloha 8.11 S poziadavky na kédovanie miest uvedené v tilohe 8.9 (a) postacu-
juce na to, aby kazdy vytvoreny dvojity DNA retazec zodpovedal ceste ulicami?
Opodstatnite vasu odpoved.

Vidime, Ze Adlemanov algoritmus z pohladu algoritmiky pouziva velmi
jednoduchu stratégiu. Vyuziva masivny paralelizmus a vytvara vsetky
mozné cesty siefou, ktoré st kandiddtmi na riesSenie. Potom skusa vytrie-
dit spomedzi kandidatov hladané riesenie (Hamiltonovu cestu od Startu
k cielu).

Od zaciatku 90-tych rokov boli vyvinuté mnohé dalsie DNA algoritmy
na rieSenie roznych NP-fazkych problémov a pre malé pripady problémov
boli aj v laboratériu zrealizované. Aktualny vyskum sa venuje zvySovaniu
spolahlivosti a rychlosti uskutoctiovania biochemickych operacii a tiez
vyvoju Sikovnejsich algoritmickych konceptov pre DNA algoritmy, ako je
uplné prehladavanie vsetkych moznosti.

8.4 Silné a slabé stranky DNA pocditaca a vizie
za horizont

Silnou strankou DNA technolégie je velkd miera miniaturizacie, ¢im sa
dosahuje masivny paralelizmus spracovania tudajov. Aj ked priebeh nie-
ktorych biochemickych operécii trva celé hodiny ¢i dokonca dni, je pocet
pri tom paralelne uskuto¢nenych operacii taky vysoky, ze by simulacia
na hociakom elektronickom pocitaci trvala roky.

V sticasnosti DNA pocitace eSte nekonkuruju elektronickym, pretoze DNA
technoloégia je len na pociatku. Uskutocnenie operécii trva hodiny a dni
a vysledky nie st spolahlivé. DNA sekvencie vieme ¢itat s 3% chybou,
pri vykonévani operacii dochddza k chybam, zlému nadviazaniu, medze-
ram pri nadviazani atd. Slovom nevieme operécie vykonavat dostatocne
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spolahlivo a presne. Aby sme sa tymto problémom vyhli, vyuZzivame tak-
zvanu redundanciu. Aby sa zvysila pravdepodobnost spravneho vykona-
nia operécii aspon na jednom refazci, musi sa zmnohondsobit pocet dvo-
podita¢ vykond, tym je mensia pravdepodobnost, Ze dostaneme spravny
vysledok. Vzhladom na stcasny stav rozvoja DNA technoldgii to zna-
mena, ze pre mnohé prakticky zaujimavé pripady problémov neméme
k dispozicii dostatoény objem potrebného biologického materialu, aby sme
mohli spolahlivo vykonat existujice DNA algoritmy. Skeptici by mohli
povedat: ,Nemrhajme ¢asom, a venujeme sa radsSej nieComu uzitoénému,
kde vieme predvidat skoré uplatnenie.“ Moja odpoved je, Ze to by bola
najvicsia chyba, ktort by mohol manazment vedy urobit. Keby sme sa
vo vede sustredili len na ciele, ktoré prinasajua celkom predvidatelny a do-
siahnutelny prospech, nikdy by sme ni¢ podstatné neobjavili a pravdepo-
dobne by sme sa este dnes Splhali po stromoch a nepoznali ohen. Pozrime
sa na uroven pocitacovej techniky pred 40-50 rokmi. Pocita¢ potreboval
velki miestnost a dennt udrzbu, ¢o znemoziovalo dlhsie vypocty. Bo-
jovali sme s chladenim Coraz viac¢smi sa zahrievajucich zariadeni a casto
sme zistili, ze vo vysledkoch nieco nesedi, zavse sme museli celodenny vy-
pocet opakovat. Programy sa zadévali do pocéitaca takzvanymi diernymi
stitkami. Dierny Stitok obsahoval jeden riadok programu (jeden prikaz)
v bindrnom kdéde (diera alebo ,nie diera“). Neslo len o problém ako vyvi-
nut spravny program. Ked mal program tisice riadkov a niekto rozsypal
krabicu s neocislovanymi diernymi stitkami, pozbieranie a utriedenie stit-
kov nemuselo byt najrychlejsim spésob opétovného zostavenia programu.
Kolki verili v obrovsky komer¢ny tspech pocitaca? Ale vyvoj si nevsimal
skeptikov. Kto dnes vie, ¢o vSetko bude mozné vdaka DNA technolégiam?
Na prelomenie Standardne pouzivaného DES kryptosystému, ktory sa po-
vazuje za bezpecny, potrebuji dnes DNA poéitace 18 rokov [PRS05]. Ale
ked sa zvysi spolahlivost a rychlost vykonavania biochemickych operacii,
je myslitelné, aby to bolo len par hodin. MozZnosti na vylepSenie DNA
technoldgii nesporne existuju. A napriek tomu, Ze kratkodobo nevidime
komeréné vyuzitie, veda musi ist cestou objavovania hranic tejto techno-
logie. Som presvedceny, ze v tejto oblasti sa este dockdme divov, ktoré
nas potesia.

V suvislosti s biologickym spracovanim tdajov formuloval Adleman aj
celkom odligna predstavu, ktorej realizécia je eSte daleko za horizontom.
Informaécie sa nespracovavaju len v pocitacoch alebo nasich hlavach. Na-
chadzaju sa ako obycCajny prirodny fenomén v biologickych alebo fyzi-
kalnych systémoch. DNA molekula obsahuje okrem génov, ktoré sluzia
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ako navody na vytvdranie urcitych bielkovin aj dalSie informaécie, ktoré
riadia vyber prislu§ného ndvodu. Nesprava sa v tomto ohlade jedind mole-
kula ako samostatny pocitac? Ked pochopime lep$ie jednotlivé programy
a biologické mechanizmy, existuje moznost programovat molekulu ako
univerzalny pocita¢. Potom nebudeme potrebovat tony biomasy na usku-
tocnenie biologického spracovania informacii. Nase algoritmy buda vyko-
natelné na zaklade naprogramovania DNA molekuly.

Pre nebiolégov, ktori sa zaujimaju o zaklady manipulacie s DNA mole-
kulou, doporu¢ujeme uéebnicu Bockenhauera a Bongartza [BB03]. Vyni-
kajuci ivod do molekularnej biolégie pre zaciatocnikov je ucebnica Dr-
licu [Drl92]. Podrobny a s nadSenim napisany tivod do DNA poditania je
v [PRS05]. Koncept je vystizne predstaveny aj v [Hro04a].
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Kapitola 9

Kvantovy pocitac¢ alebo pocitanie
v zazracnom svete mikrocastic

9.1 Prehistéria a vytycéenie ciela

Fyzika je zdzracné veda. Keby som mal na gymnéaziu dobrého udéitela fy-
ziky, pravdepodobne by som sa stal fyzikom. Ale nebanujem, Ze som sa
stal informatikom. Ked preniknete dostato¢ne hlboko do zdkladov vlast-
nej vednej discipliny, nevyhnutne sa dotknete aj inych oblasti zakladného
vyskumu. Otvori vam to pristup k spolo¢nému zakladu vsetkych vedec-
kych disciplin a uvidite vSetko jasnejsie a vzrusujucejsie ako keby ste sa
na veci pozerali len tizkym pohladom jednej vednej discipliny!. Fyzika
poskytuje Sirsi a zaroven aj hlbsi pohlad na svet. Nijakd ind vedecka
disciplina, najmi v devétnastom a prvej polovici dvadsiateho storocia,
neformovala na$ pohlad na svet tak vyznamne ako fyzika. Vzrusujuce

! Privelka §pecializicia a s tym spojeny ztzeny pohlad st najviaésim problémom dnesnej
vedy, ktord na jednej strane ,chrani“ pred hlbokym pochopenim a pred naozajstnymi
vedeckymi ispechmi a na druhej strane vyvolava vysoku netolerantnost, ba az pohtda-
nie medzi vedcami z roznych vedeckych oblasti.
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objavy, neocakavané zvraty a pozoruhodné vysledky boli na dennom po-
riadku fyzikalneho vyskumu. Som presvedceny, ze kvantovd mechanika
patri k najvicsim vedeckym objavom. Pochopit a akceptovat ju bolo
pre Iudi rovnako fazké, ako v stredoveku sa vzdat predstavy, Ze zem
je stredobodom vesmiru. Preco narazalo uznanie kvantovej mechaniky
na podobné problémy so svojim uznanim, ako prace Galilea Galileiho?
Pretoze zékony kvantovej mechaniky st pravidla spréavania sa elementér-
nych castic a tieto sa nedaju zostladit s nasimi skisenostami z makro-
sveta. Pozrime sa na najdolezitejsie principy kvantovej mechaniky, ktora
rozbila svet klasickej fyziky:

e V makrosvete sa objekt v kazdom momente? nachadza len na jed-
nom mieste. Neplati to pre castice. Napriklad elektrén sa mdze na-
chédzaf na viacerych miestach v tom istom case.

e Princip kauzality hovori, ze kazda akcia mé svoju jednoznacne ur-
¢enu reakciu, jednoznacne urcené dosledky. To neplati vo svete ele-
mentarnych castic. V istych situdciach (podla tedrie kvantovej me-
chaniky) tu vlddne ndhoda. Dosledky niektorych akcii sa nedaju
jednoznac¢ne predpovedat. Existuju viaceré moznosti ako sa situ-
acia bude vyvijat a uskutoéni sa ndhodne jedna z tychto moznosti.
Nemdame nijakt moznost vypocitat a na zaklade toho predpove-
dat, ktord z moznosti nastane. Vieme vypoéitat len pravdepodob-
nosti, s ktorymi nastant jednotlivé moznosti. Z tohto dévodu fyzici
v tychto pripadoch hovoria o skuto¢ne ndhodnych udalostiach.

e Princip lokalnosti hovori, ze G¢inok akcie je vzdy lokalny. V kvanto-
vom svete mdzu mat dve ¢astice takd silnt vzdjomnu viizbu, Ze ne-
zavisle od ich vzadjomnej vzdialenosti (hoci aj miliardu svetelnych
rokov), zmena stavu jednej z nich sti¢asne sposobi zmenu stavu dru-
hej z nich.

e Klasickd fyzika hovori, ze ked je nejakd udalost mozné (teda ked
udalost méa kladnt pravdepodobnost vyskytu), tak sa s prislusnou
frekvenciou bude vyskytovat. Vo svete ¢astic je to inak. Dve mozné
udalosti, ktoré sa mézu vyskytnit s kladnou pravdepodobnostou,
sa mozu vzajomne celkom zrusit, podobne ako dve vlny, takze ani
jedna z nich nenastane.

Ako mohli fyzici objavit vobec takéto ,podivuhodné“ zékony, ba ¢o viac
presvedéit sa o ich vierohodnosti? V principe rovnako, ako to robili aj
vzdy predtym. Vymysleli ich vyskumnici s genidlnou intuiciou na zaklade

2PodTa tedrie relativity je aj ¢as subjektivny (relativny) pojem.
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experimentov, pozorovani a tvah. Svoje myslienky vyjadrili v jazyku ma-
tematiky. Na zdklade matematického modelu boli fyzici schopni vytvorit
hypotézy. Ked sa vSetky hypotézy potvrdili aj experimentalne, bol dobry
dovod pokladat model za vierohodny. Experimentalne potvrdenie tedrie
kvantovej mechaniky trvalo mnoho rokov, pretoze na potvrdenie niekto-
rych hypotéz tejto tedrie bol potrebny podstatny rozvoj v oblasti experi-
mentalnej fyziky. NavySe tento rozvoj bol ¢asto finanéne velmi néroc¢ny.

Co chceme povedat? Na priblizenie kvantovej mechaniky by nestacilo
ani niekolko knih ako je tato. Potrebna matematika nie je lahké a naroc-
nost sa este zvysi, ked sa usilujeme navrhnaf kvantové algoritmy na rie-
Senie algoritmickych tloh. Z tychto dévodov sa uspokojime s azda nie
celkom ostrym obrazom hlavnych konceptov spravania sa castic a toho,
ako ich sprévanie vyuzit pri algoritmickom spracovani informacii.

V nasledujiicej Casti navstivime carovny svet kvantovej mechaniky, v§im-
neme si spravanie sa Castic v experimentoch a pokuisime sa ho objasnit.
V casti 9.3 vysvetlime, ako sa daju ulozit bity v kvantovom systéme a ako
sa s nimi d4 pocitat. Budeme sa venovat aj problémom konstrukcie kvan-
tového pocitaca. V odseku 9.4 uzavrieme kapitolu diskusiou o perspek-
tivach kvantového poditania pri rieSeni fazkych problémov a pri vyvoji
bezpecénych kryptosystémov.

9.2 Kratka prechadzka ¢arovnym svetom
kvantovej mechaniky

Alica bola v krajine zézrakov len vo sne. Fyzici to maju ovela tazie.
Pri svojej praci st denne konfrontovani so zazra¢nou krajinou castic. Ne-
mozu z nej utiect tym, Ze sa prebudia. Musia sa zo vSetkych sil snazit
vysvetlit aspon scasti precudesné spravanie sa Castic, a ¢o je najhorSie,
musia pritom zabudnut vSetky svoje doterajsie predstavy o tom, ako fun-
guje tento svet. Opustit vlastné predstavy nie je lahké a vyzaduje si to
urcity ¢as a este fazsie je presveddit inych, Ze staré predstavy nie st celkom
spravne, ze ich treba nahradif neuveritelnymi a doterajsim skisenostiam
odporujucimi konceptmi. A fyzici eSte mozu byt $fasti, Ze uveritelnost
fyzikélnych teorii sa nepotvrdzuje ludovym hlasovanim. Ako postupovat,
aby sme pre Tudi zijucich v makrosvete predstavu sveta castic, ktora sa
priec¢i zdravému rozumu, spravili aspon trocha presvedc¢iva a akceptova-

telna? Zacneme® s experimentmi, ktoré sa budeme usilovat vysvetlit.

3 Ako to urobili kedysi fyzici.
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Skitisme najprv takzvany experiment s dvoma Strbinami (obrazky 9.1,
9.2 a 9.3). Majme zdroj foténov, z ktorého ich mézeme vysielat vset-
kymi smermi. Oproti zdroju svetla bude stena s dvomi strbinami, ktoré
sa daju zatvarat ako okno. V uré¢itej vzdialenosti za stenou je félia (hrubé
¢iara na obr.9.1), na ktorej vieme registrovat na nu dopadajuce Castice.
Na obr. 9.1 je zobrazena situacia, ked je otvorend lavé a zatvorend pravéa
strbina. Krivka na obr. 9.1 zndzornuje, ako ¢asto sme na folii zaregistrovali
dopad ¢astic. VSetko je podla nasich predstav. Podla o¢akavania najcas-
tejSie Castice narazali na féliu priamo oproti otvorenej strbine. Krivka tam
dosahuje najvicsiu hodnotu. Cim viac sa doprava alebo dolava vzdalu-
jeme od $trbiny, tym menej ¢astic dopada na féliu, krivka na obe strany
klesa. Podobne oc¢akavany vysledok experimentu dostaneme, ked je zatvo-
rend lava Strbina a otvorena prava (obr. 9.2). Vyskyt castic sa zvySuje,
¢im sme blizsie k miestu, ktoré je presne oproti otvorenej Strbine. Po-
dobne ako na obr. 9.1, krivka dosahuje najvyssiu hodnotu oproti otvoru
a kles& na obe strany.

9 svetelny zdroj

obr. 9.1

Ocakéavali by sme ale, Ze ked obe $trbiny otvorime, bude vysledné pocet-
nost vyskytu ¢astic sic¢tom pocetnosti z obr. 9.1 a obr. 9.2, ked bola otvo-
rend vzdy len jedna Strbina. Tomu zodpovedajica krivka pocetnosti je
zndzornend na obr. 9.3. Prekvapeni zistujeme, Ze to tak nie je. Na obr. 9.4
je zndzorneny pozorovany vysledok experimentu, ked st obe Strbiny otvo-
rené.

Krivka pocetnosti vyskytu z obr. 9.4 sa podstatne odlisuje od ocakavanej
krivky na obr. 9.3. A predsa, krivka z obr. 9.4 nie je fyzikovi neznama
alebo dokonca chaotické. Fyzik ihned rozpozna, ze zodpoveda interferen-
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9 svetelny zdroj

obr. 9.2

9 svetelny zdroj

obr. 9.3

cii vin. Keby sme z kazdej §trbiny stc¢asne vypustili vlnu, na niektorjch
miestach sa viny navzajom zrusia a na inych zasa zosilnia. Vravime, zZe in-
terferuju. Vysledok zosilnenia a zoslabenia zodpoveda presne krivke po-
Cetnosti vyskytu z obr. 9.4. Ako to vysvetlit? Fotény (alebo iné castice)
vypustame zo zdroja postupne, takze dva rozne fotény nemézu vzajomne
interferovat. Jediné vysvetlenie je, Ze kazdy fotén prejde sticasne oboma
Strbinami a interferuje sam so sebou. Podstata tohto experimentu zod-
poveda presne zakladom kvantového podcitania. Castica je scasti v lavej
a sCasti v pravej Strbine. Ked vyskyt castice v lavej Strbine reprezentuje
hodnotu bitu 0 a vyskyt v pravej strbine reprezentuje hodnotu bitu 1,
je hodnota bitu ciastocne 0 a ¢iasto¢ne 1, ¢o v nasom makrosvete nie
je mozné. Podstata matematického modelu kvantovej mechaniky je zalo-
Zena presne na tom, Ze Castica sa do istej miery moze sucasne vyskytovat
na viacerych miestach a interferovat sama so sebou. Vysledky predpove-
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dané na zaklade tohto modelu sa presne zhoduju s pozorovaniami v expe-
rimentoch (obr. 9.4).

svetelny zdroj

obr. 9.4

A to eSte nie je koniec. Experimentator sa moéze rozhodnut, Zze podrobne
presklima spravanie sa ¢astic. Dalsim zdrojom svetla si zboku posvieti
na Strbiny, aby zistil, cez ktort z nich Castica prejde. A znovu zézrak!
S prekvapenim zisti, ze kazdy foton sa ukaze prave v jednej strbine, nikdy
nie v oboch sucasne. Krivka pocetnosti dopadu cCastic sa tiez zmenila
a bude zodpovedat povodne oc¢akévanej krivke z obr. 9.3.

To st ale prefikané castice! Spravaju sa ako svituskari. Ked ich pozo-
rujeme, robia presne to, ¢o sa od nich ocakdva. Ked ale na ne nehla-
dime, robia vSetko mozné, len nie to, ¢o sa od nich ocakava. Mozete
lubovolne ¢asto zamienat pozorovanie a nepozorovanie Strbiny a zodpo-
vedajuce krivky pocetnosti vyskytu sa budu prislusne podla toho menit,
ako je to zndzornené na obr. 9.3 a obr. 9.4. Ked stlmime boény zdroj
svetla sluziaci na pozorovanie Strbiny do tej miery, Ze osvetli len zlomok
castic, bude krivka pocetnosti vyskytu castic zmiesanim kriviek z obr. 9.3
a obr. 9.4. Cim viac svetla, tym bude viac podobn4 krivke z obr. 9.3. Cim
bude svetla menej, tym viac bude podobna krivke z obr. 9.4. Ako vysvet-
lime takéto spravanie?
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Pomocou kvantovej mechaniky. Nasledujtca vseobecne platna skuto¢nost
je velmi délezita.

Nevieme vykonat pozorovanie alebo meranie bez toho, aby sme
pritom neovplyvnili stav pozorovaného objektu a tym aj hod-
noty, ktoré meriame®.

Prave to sa stalo v nasom experimente. Bo¢ny zdroj svetla ovplyvnil
meranie tak, ze kazdu pozorovanu casticu prechadzajicu sticasne oboma
strbinami nahodne zafixoval do jednej z nich. Kazdé pozorovanie kvan-
tovomechanického systému sposobi, ze vytvorime takzvany fixovany kla-
sicky stav. Klasicky stav zodpoveda tradi¢nému klasickému svetu. Cas-
tica je bud tu, bud tam, ale nikdy nie je na dvoch miestach zarovenn.
Kde sa pri nasom pozorovani z boku Castica zafixuje, je ndhodna uda-
lost, ktort vieme modelovat pomocou zdkonov kvantovej mechaniky. Ne-
mozeme ovplyvnit a ani jednoznacne predpovedat, ktorou $trbinou bude
Castica prechadzat. Vieme vypocitat len pravdepodobnost, s ktorou sa
objavi v jednej alebo druhej $trbine. Aké podstatna je tato skutocénost
pri tvorbe kvantovomechanickych algoritmov, uvidime v nasledujtcej ka-
pitole.

Ak vas zneistil predstaveny experiment s dvomi Strbinami, ni¢ si z toho
nerobte. Sami fyzici potrebovali mnoho rokov na to, kym sa zzili s ty-
mito predstavami o spravani sa ¢astic. Presnejsie povedané az nastup no-
vej generacie vo fyzikdlnom vyskume znamenal akceptovanie a stravenie
kvantovej mechaniky. Pretoze dafam, Ze doterajsie ¢itanie knihy vas uz
dostatocne zocelilo, dovolim si predstavit este jeden fyzikalny experiment.

Nasledujtci experiment zvyrazni vyznamnu tlohu interferencie. Pred-
stavme si prazdninovt idylku. Slnko svieti, na oblohe ani mracka, bezvet-
rie a pred nami modré more, v ktorom 1 meter pod hladinou odpociva
neskodnd ryba. Rusi ju iba do oka dopadajuci slneény lu¢. Aka je jeho
drdha? Podla znamych fyzikdlnych zdkonov pdjde slneény 1¢ zo slnka
do oka po ¢asovo najkratej drahe. Casovo najkratsia draha neznamend
priamku spéajajicu slnko a oko ryby (prerusovand ¢iara na obr. 9.5). Pre-
toze sa svetlo §iri vo vzduchu rychlejsie ako vo vode, pojde 1uc radsej dlhsie
vzduchom, aby si skratil cestu vodou (plna ¢iara na obr. 9.5). O¢ividne
14¢ pri vstupe do vody meni smer.

Tento uhol vieme vypoditat. Zistujeme, Ze slne¢ny 11¢ sa lame na hladine
pod urcitym uhlom. Uvazujme o rovnakom experimente s rybou odpoci-

4 Ak predpokladame, ze namerané hodnoty zodpovedaji presne realite, ide o velmi ide-
alizovany model experimentu.
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im

obr. 9.5

vajucou 100 m pod hladinou. V tomto pripade by sa mala draha vo vode
eSte viac skratit. Preto sa posunie ¢asovo najkrat$ia draha luca este viac

.....

Aj ked sme velkost uhla na obr. 9.6 trocha zveliéili, z ndsho experimentu
je nad slnko jasnejsie, ze uhly, pod ktorymi lace vchadzaju do vody, su
rozne. To predsa nie je s kostolnym poriadkom! Ako moze vediet 1aé
na hladine, ¢i padne do oka rybe nachidzajicej sa 1 m alebo 100 m
pod hladinou a podla toho zmenit svoj smer? Alebo eSte lepSia otézka.
Ako sa uz pri Starte zo slnka moze rozhodnit, komu padne do oka a na za-
klade toho sa vydat ¢asovo najkratSou trasou? S takymito mudrymi ¢asti-
cami nik nepocital. V klasickej fyzike sice mozeme pozorovat, Ze sa svetlo
vzdy §iri po ¢asovo najkratSej trase, ale nevieme vysvetlit, ako to svetlo
robi. Naproti tomu kvantovd mechanika to vysvetlit vie. Slnecéné luce si
prirodzene nemdzu vypocitat a naplanovat svoju trasu. Jednoducho sa
pohybuju (vyzaruji) vsetkymi smermi a usiluji sa dosiahnut oko ryby
vSetkymi moznymi trasami. Ibaze tie, ktoré neletia najkratSou trasou,
vzajomne interferuju ako vlny, a tym sa navzajom zrusia tak, ze ostane len
jeden foton na najkratsej ceste. Tento jediny foton nakoniec dopadne rybe
do oka. Aké je z toho poucenie? Predsa prebieha vypocet. Ale nepocita
slneény lu¢. Je to globalny vypocet podla prirodnych zédkonov kvantovej
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100m

obr. 9.6

mechaniky, ktoré st neustale pritomné v prirode a o ktorych posobeni sa
mozeme presvedéit z pozorovania. Témou nasledujicej ¢asti je, ako vyuzit
kvantovomechanické pocitanie na strojové algoritmické pocitanie.

9.3 Ako pocitame vo svete castic?

V kapitole 2 sme do uréitej miery predstavili struktiru pocitaca. Velmi
zhruba potrebujeme pamit na ukladanie tidajov a moznost spracovévat
(menit) ich uréitymi operaciami. V klasickom pocita¢i sme si pamétali
postupnosti bitov. Prostrednictvom logickych obvodov sme s postupnos-
tami bitov vedeli vykondvat aritmetické a textové operacie. Pri vareni
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boli pamétou nadoby vsetkého druhu a hardvér na vykondvanie operécii
boli rézne kuchynské pristroje, ako Sporék, rara, mikrovinka, mixér, atd.
V biopocitac¢i sme si pamétali idaje ako DNA sekvencie v reagencénych
miskach a operacie s nimi sme vykonavali chemickymi reakciami. Ako vy-
tvorime kvantovy pocita¢? Uz je jasné, ze musime urcit, akym sposobom
si budeme pamitat tdaje a ako budeme s nimi vykonavat operécie.

Rovnako ako v klasickom pocitac¢i pouzijeme na reprezentaciu idajov bity.
Aj tu budeme pracovat s registrami, ktoré nazveme kvantové registre.
V kvantovom registri st zapamétané kvantové bity. Aby sme ich odlisili
od klasickych bitov 0 a 1 budeme ich oznacovat

10) a [1).

Je viacero moznosti, ako fyzikalne realizovat kvantové bity. Nasledujtce
tri kratke odseky st venované len ¢itatelom, pre ktorych je fyzika zalubou.
Zvysok kapitoly je mozné ¢itat, aj ked ich preskocite.

Prvé moznost vytvorenia kvantového bitu je zalozena na vyuziti jadrovej mag-
netickej rezonancie. Na obr. 9.7 je znazorneny priklad pouzitia Styroch zo Sies-
tich atémov v molekule ako kvantového registra. Ked sa molekula nachadza
v magnetickom poli, smeruje spin atémov paralelne s magnetickym polom. Smer
paralelne s magnetickym polom interpretujeme ako |0). Smer kolmo na magne-
tické pole interpretujeme ako |1). Pouzitim oscilujicich magnetickych poli vieme
na tychto kvantovych bitoch vykonavat operacie.

10)
1)

1)
10)

obr. 9.7
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Dalsia moznost je idnovd pasca. Iény st elektricky nabité molekuly alebo atémy
(na obr. 9.8 st nabité kladne, kazdému chybaji prave dva elektrény). Pri teplote
blizkej absolutnej nule sa iény drzia vo vakuu prostrednictvom elektromagnetic-
kého pola v iénovych pasciach.

laser

elektrody

C 0

vakuum
2+ 2+ 2+ p
Ca Ca Ca nizka teplota

elektrody

Q D

obr. 9.8

Hodnotu |0) priradime zdkladnému stavu iénu a excitovanému stavu iénu pri-
radime hodnotu |1). Na takto vytvorenych kvantovych bitoch robime operécie
prostrednictvom lasera.

Ako pocita kvantovy pocita¢ a aké su jeho vyhody? V klasickom poci-
taci sme mali bitovy register, ktory mohol mat hodnotu bud 0 alebo 1.
V kvantovom registri je to inak. Sti¢asne moze mat obe hodnoty alebo len
urcita cast z kazdej. Presne ako Castica v experimente s dvomi Strbinami,
ktord Giastocne prechadzala aj cez prava a ¢lastoéne aj cez Tava Strbinu.
Ako to zapiSeme?

Hovorime, ze kvantovy bit (obsah kvantového registra) je superpoziciou
(alebo kombinéciou) dvoch klasickych bitov |0) a |1). Superpoziciu za-
pisujeme:

a-[0) + B-1),

kde « a (3 st komplexné ¢isla, pre ktoré plati:
o <L I8P <1alof + |6 =1.

|a| oznacuje absolutnu hodnotu «. Ak neviete, ¢o s to komplexné ¢isla,
nevzdavajte sa a bez problémov mozete pokracovat v ¢itani, pretoze v dal-
$om pouzivame len redlne a a 3. Pre kazdé redlne éislo a, |a|? = o?, takze
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nase podmienky pre a a  sa zjednodusia na:
a?<1,82<1ac?+3%=1.

Hodnoty « a ( sa nazyvaju amplitady a vyjadruja, do akej miery je
hodnota kvantového bitu |0) alebo |1).

Presnejsia interpretacia je takato:

a? je pravdepodobnost, Ze pri merani bude obsahom kvanto-
vého registra |0).
(3% je pravdepodobnost, Ze pri merani bude obsahom kvanto-
vého registra |1).

Poziadavka a? + 3% = 1 je dosledkom tejto interpretacie, pretoze pre kla-
sické stavy nie je ind moznost ako |0) a |1).

Hoci s istotou vieme, Ze kvantovy register sa nachadza v stave (superpo-
zicii)

a-[0)+5-[1),

nemame moznost zistit o tejto superpozicii tplne vSetko. Inak povedané,
hodnoty o a 3 sa nedaju zmerat. Ked vykondme meranie kvantového
bitu, dostaneme len klasické hodnoty |0) alebo |1). Meranie definitivne
znic¢l pévodna superpoziciu. Je to presne rovnaké ako pri elektréne, ktory
leti stcasne cez dve rdzne Strbiny, ale ked ho pozorujeme, leti vzdy len
cez jednu.

V nasej interpretacii je o pravdepodobnost, s ktorou pri merani dosta-
neme |0) a 3? je pravdepodobnost, Ze vysledkom merania bude |1).

Priklad 9.1 Superpozicia

L+ —=n

vyjadruje skutoc¢nost, ze kvantovy bit je s rovnakou pravdepodobnostou
v klasickom stave |0) ¢i |1), lebo

2 2
R e
V2 (vV2)2 2 V2 2
Pri viacnasobnom opakovani merania superpozicie preto nameriame hod-
noty |0) a |1) rovnako casto. O
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Priklad 9.2 Superpozicia

1 2
%-row\/;m

vyjadruje, Ze pri merani dostaneme vysledok |0) s pravdepodobnostou

O

Uloha 9.1 Navrhnite superpoziciu kvantového bitu, ktorej meranim dostaneme
hodnotu |1) s pravdepodobnostou + a hodnotu |0) s pravdepodobnostou 2.

Ako je to vo v8eobecnom pripade? Ked mame n kvantovych registrov,
mame 2" moznych klasickjch obsahov. Superpozicia n kvantovych bitov
znamena, ze register je sucasne vo vsetkych 2" klasickych stavoch, pricom
v kazdom z nich je s uréitou pravdepodobnostou. Jedind podmienka je,
7e sucet tychto 2" pravdepodobnosti musi byt 1.

Priklad 9.3 Analyzujme dva kvantové registre. VSetky ich mozné ob-
sahy su tieto:
00, 01, 10 a 11.

V pripade dvoch kvantovych registrov je obsah pamite kvantového poci-
taCa superpozicia

a-100) + 3-|01) 4 - [10) + 6 - |11),
kde
a?<1, <1, +42<1,62<1 a 2+ 32+2+62=1.

Konkrétna superpozicia

1 1 1 1
Z.|00) + = - 01) + = - [10) + = - |11
5 100) 4 54101 + 5 - 10} + 5 - |11)
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sa=pF=~v=0= % opisuje situaciu, v ktorej kazdy z moznych obsahov
nameriame s rovnakou pravdepodobnostou

Analyzujme superpoziciu
0-]00) +0-]01) +0-[10) +1-|11).

Pretoze o = 3 = v = 0 a 62 = 12 = 1, kazdé meranie d4 jednoznacne
vysledok
[11).

Pri superpozicii

! 00)4+0-]01)4+0-110 1 11
75 100)+0-j01) +0-J10) + - 11)

nameriame len dva vysledky |00) a |11), oba s rovnakou pravdepodobnos-

) 1
tou 5- Od

Uloha 9.2 Ako vyzera vo veobecnosti superpozicia troch kvantovych bitov?

a) Napiste superpoziciu troch kvantovych bitov, v ktorej meranim s rovnakou
pravdepodobnostou dostaneme Tubovolny klasicky obsah troch bitovych
registrov.

b) N&jdite superpoziciu troch kvantovych bitov, pre ktortt meranim uréime

klasicky obsah |111) s pravdepodobnostou %, hodnotu |000) s pravdepo-

dobnostou i a kazdu zo zvysnych hodnot s rovnakou pravdepodobnostou.

Aké operacie st mozné v kvantovom svete? Ako sa v jednom kroku kvan-
tového vypoctu da zmenif superpozicia na int superpoziciu? Mozné st
také vypoctové kroky, ktoré dostaneme ako vynasobenie superpozicie (re-
prezentovanej vektorom) uréitymi maticami. Tieto matice maju Specialnu
vlastnost, Ze zo superpozicie vytvoria novi superpoziciu.

Zvysok tejto Casti je urdeny len Citatelom so zdujmom o matematiku.
Ostatni mozu preskocit na éast 9.4.

Superpoziciu
a1 - |00> + oy - |01> + as - |10> + oy - |11>

si mozeme predstavif ako stipcovy vektor
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Ked chceme zapisat stipcovy vektor v riadku, urobime to takto: (o, az, asz, ag)’,
kde T oznaéuje transpoziciu. Riadkovy vektor sa d4 vynasobit stipcovym nasle-
dujtco:

aq
Q2

(B1, B2, B3, Ba) - = a1 + oz + o3B3 + s fa.

ag
Qy

Vysledkom je komplexné ¢islo (nie vektor). Maticu n x n si mozeme predstavit
ako n riadkovych vektorov. Napriklad matica 4 x 4

ail a2 aiz ai4

a21 a2 a2 24
M = 3

a31 as2 33 Aa34

(g1 Q42 Q43 Q44

sa sklada zo Styroch riadkovych vektorov

(1111, 12,013, a14)
(1121, 22, 423, 424

(1131, a32, 33, a34)
(041, @42, 443, 1144)-

TakZe vynasobenim matice M stipcovym vektorom a = (a1, a9, a3, a4)” dosta-
neme zasa stipcovy vektor i = (p1, pi2, p3, p14)T, v ktorom je i-ta pozicia sticinom
i-teho riadkového vektora v M s a. Presnejsie:

aq M1
(0%
M| 2= ",
as 3
! 2!
kde
(051
Q2
Hi = (ai,laai,2’ai,3,ai,4)’
(0%}
Qy

= a1 Q1+t a;2 02+ a;3 Q3+ a4 4.

Aplikovanie M na superpoziciu chdpeme ako jeden vypoctovy krok. Ak je pre kaz-
dt superpoziciu « (reprezentovani stipcovym vektorom) vysledok M -« tiez su-
perpoziciou (v nasom priklade to znamend, ze u3 + u3 + p3 + p3 = 1), potom je
M povolena operacia.

V nasledujicom priklade ukdzeme, ako sa daji na kvantovom pocitaci generovat
nahodné bity.
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Priklad 9.4 Mame k dispozicii jeden kvantovy register. Zac¢neme s ,klasickou“
superpoziciou
[0y =1-]0)+0-|1).

Vykoname jeden vypoctovy krok: vynasobime tuto superpoziciu Hadamardovou

maticou . .
m(@ ?>.
V2 V2

Vysledkom nasobenia bude:

1 1
1 1 1 1

Dostali sme superpoziciu

S-Sl
~—

V2
Ak meriame tto superpoziciu, s rovnakou pravdepodobnostou % dostaneme
klasicky bit |0) alebo |1).
V pripade, ze zacneme s ,klasickou® superpoziciou

1) =0-10) +1-1),

ktort vynasobime opit maticou Hs, dostaneme

1 1
1 1 1 1

Vysledkom je superpozicia

S-Sl
~—

1 1

E'm)—ﬁ'm-

2 2
Pretoze plati o? = (%) =3afp = (—%) = 1, vysledky merania |0)
aj |1) dostaneme s rovnakou pravdepodobnostou % Co to znamena? V oboch
pripadoch sme dostali pri merani ndhodny bit, ale nie sme schopni rozlisit, ktort

z dvoch superpozicii \/Li -10) + % 1) a % -10) — % -|1) sme merali. O

Uloha 9.3 Najdite este aspoii dve dalsie superpozicie kvantového bitu, v kto-
rych s rovnakou pravdepodobnostou nameriate hodnoty |0) a |1).

Uloha 9.4 (tvrdy orieSok) Dokaite, Ze matica Hy ma ti vlastnost, Ze pre kaz-
du superpoziciu « - [0) + 5 - |1) je

(3)=2(5)

tieZ superpozicia, ze teda plati v2 + 62 = 1.
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Uloha 9.5 (tvrdy oriesok) Vypocet kvantového poéitaca je reverzibilny®. Ked
nevykonavame merania, ktoré by znic¢ili dosiahnuté superpozicie, je mozné pou-
7itim vhodnych vypoctovych krokov nechat vypocet prebiehat naspét do podia-
tocného stavu. V priklade 9.4 to znamenad, ze existuje matica M rozmeru 2 x 2

taka, ze
1 1
M<?><1> a M~< ?5><0>.
% 0 ~vs !
N&jdite maticu M.

Teraz aspoii do urcitej miery chapeme, ako sa d& pocitat vo svete castic. Roz-
nym stavom ¢astic (napriklad spinu) musime vhodnym sposobom priradif hod-
noty 0 a 1. Kvantové operacie vykonavame so superpoziciami kvantovych bitov.
Matematicky vykondvame operacie ako vynasobenie vektora, reprezentujiiceho
superpoziciu, maticou. Povolené st len matice, ktoré transformuji superpoziciu
zase na superpoziciu. V kvantovom svete sa daji uskutocnit vSetky operécie,
zalozené na takychto maticiach. Pritom je zrejma jedna z najdolezitejSich vyhod
kvantového pocitaca. Ked pocéitame s n kvantovymi bitmi, mdme superpoziciu
vSetkych 2" moznych klasickych obsahov n kvantovych bitov:

ap-00...0) +ay-[00...01) 4 ...+ agn_y-[11...1).

V jednom vypoctovom kroku sa zmeni celd superpozicia. Simulovat krok vypocétu
kvantového pocitaca na klasickom pocitaci nevieme lepsie ako vynasobenim 2™-
rozmerného vektora (g, a1, ...,az._1)7 maticou rozmeru 2" x 2". Pri takejto
simulécii kroku kvantového vypoctu s n bitmi potrebujeme vzhladom na n expo-
nencidlne vela aritmetickych operacii.

Dalsia vyhoda kvantového pocitania je uz spominand interferencia, ktora po-
uzitim vhodnych kvantovych operacii umoznuje vzajomné zruSenie niektorych
moznosti a sucasné zvysenie pravdepodobnosti vyskytu inych.

Dnes pozname viaceré problémy, pri ktorych si kvantové algoritmy podstatne
efektivnejsie ako najlepsie zname klasické algoritmy. Zial matematické a algorit-
mické vedomosti potrebné na ich vysvetlenie st prili§ zlozité na prezentovanie
v zrozumitelnej forme bez pouzitia matematického formalizmu. Preto len na-
priklad spomenieme, Ze existuje efektivny kvantovy algoritmus na faktorizaciu®
prirodzenych ¢isiel. Ako uz vieme, faktorizovaf nie sme efektivne schopni po-
mocou klasickych algoritmov. To predstavuje nebezpecenstvo pre kryptografiu
s verejnymi kIu¢mi, ktord je zalozend na vypoctovej obfaznosti faktorizacie. Ale
netreba sa plasit, moézeme dalej pokojne spavat. Najvicsie vytvorené kvantové
pocitace maju najviac sedem kvantovych bitov, teda dokazu pracovat len s ¢is-
lami, ktoré vieme reprezentovat siedmimi bitmi. A ako vieme, v kryptografii

5D4 sa obrétit.
Srozklad na prvoéinitele
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s verejnym klucom sa pracuje s ¢islami, ktoré maju niekolko tisic bitov. Budiic-
nost ukaze, ¢i je kvantové pocitanie uzitoéné pre realne spracovanie idajov. To
je téma nasledujtcej Casti.

9.4 Co prinesie budticnost?

Odpoved nepozna nik. Aby sme si lepsie ozrejmili perspektivy kvanto-
vého pocitania, objasnime, v ¢om spocivaju problémy pri vyvoji tejto
technologie. Matematicky model kvantového sveta nam poskytol nastroj
na vytvorenie kvantovych algoritmov. Tieto algoritmy sa pri rieseni nie-
ktorych problémov neocakavane efektivne. Pre vypocty s nimi potrebu-
jeme kvantovy podcitac s takym poc¢tom kvantovych bitov, aké je velkost
spracovavanych tdajov. Mame uz aj predstavu, ako stavom castic rea-
lizovat kvantové bity. V ¢éom teda viizi problém? Kvantovy pocitac je
extrémne citlivy, vlastne je citlivejsi ako hocico, ¢o pozname z klasického
sveta. Povedat niekomu: ,,Si citlivejsi ako kvantovy pocitac¢®, je hruba
urdzka. Ked do poéitajiceho kvantového pocitaca prenikne jedind Cas-
tica (napriklad elektrén), nenavratne sa zmeni doteraz prebiehajuci vy-
podet. Superpoziciu nevieme znovu zrekonstruovat a cely vypocet musime
spustit odznova. Rovnako ako meranie ovplyvni merany objekt, aj kazdéa
castica, ktord prenikne do kvantového pocitaca, ovplyvni jeho vypocet.
Kvantovy pocita¢ preto musime celkom izolovat od okolitého prostredia.
Ale to je tazsia tiloha ako vybudovaf nepreniknutelny trezor. Castice st
vSade, aj v materiali, ktory by sme pouzili na izolaciu v redlnom svete.
To je dovod pouzivania vakua, teplot blizkych absolttnej nule a dalsich
opatreni. Vieme, Ze nijaky systém nedokazeme izolovat od vplyvov pro-
stredia Iubovolne dlho. Uloha je izolovat ho aspoi na zlomok sekundy,
pretoze kvantovy vypocet mdze prebehnit velmi rychlo. Zakladna pred-
stava nie je skonstruovat vseobecny kvantovy osobny pocita¢ (kvantové-
PC) pouzitelné na rozne aplikicie. Cielom je postavit jednouéelovy Spe-
cializovany kvantovy pocitac, ktory riesi len jednu S$pecifickti vypoctova
tlohu. To znamené, aby sme mohli vykonat jeden konkrétny kvantovy
algoritmus, musime pren vytvorit kvantovy podcitaé, ktory nebude okrem
tejto konkrétnej tlohy riesit ni¢ iné. Fyzici st schopni skonstruovat kvan-
tové pocitace s malym poétom bitov (3 az 7) a vykonat na nich niektoré
kvantové algoritmy. Situdcia je do uréitej miery podobna DNA-pocitaniu.
V stcasnosti tato technolégia v nijakom pripade nekonkuruje klasickym
pocitacom. V momente, ked objavime lep$iu technolégiu na vytvorenie
kvantovych poditacov sa situdcia dramaticky zmeni. Budeme musiet re-
vidovat definiciu prakticky rieSitelného a neriesitelného. Teoretici uz maja
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takito novu tedriu zlozitosti pripravena vo svojich Suplikoch.

Moznost efektivne faktorizovat by zmenila do velkej miery kryptografiu.
Doterajsia kryptografia s verejnymi kliiémi by uz nebola bezpeéné vocéi
protivnikovi, ktory by na faktorizaciu pouzil kvantovy pocitac. Alebo by
predsa bola? Mozno sa podari skonstruovat kvantovy poéitac len s niekol-
kymi stovkami bitov, takze pri pouziti ¢isiel s niekolko tisic desiatkovymi
ciframi budeme kryptografiu s verejnym klic¢om dalej Gspesne pouzivat.
Je jedno, ako to dopadne, takyto pokrok nemozeme chapat negativne, aj
keby sme kvoli nemu museli doterajsiu kryptografiu hodit do kosa. Kazdy
pokrok zo sebou prinasa aj nové moznosti. Kvantové efekty umoznuju re-
alizovat kryptosystémy s velmi vysokou mierou bezpec¢nosti. Ich princip
je zaloZeny na moznosti vytvorit tzv. previazani superpoziciu, ktord ma
Specidlnu vlastnost, Ze bez ohladu na aktudlnu vzdialenost oboch castic,
ked zmeriame stav jednej ¢astice neskor$im meranim stavu druhej castice,
dostaneme rovnaky stav druhej cCastice ako sme namerali pri prvej cas-
tici. Takymto spdsobom sa dve strany mozu dohodntuf na ndhodnom bite,
ktory pouziju ako klIu¢. V praxi si to mozeme predstavit takto: prijemca
a odosielatel maja kazdy jednu zo vzdjomne previazanych castic. Obaja
vykonaji merania na svojej ¢astici. Je jedno, ktory z nich bude merat ako
prvy. Dolezité je, ze obaja nameraju ten isty klasicky stav (klasicky bit
0 alebo 1). Je tak, pretoze prvé z merani sposobi, ze obe Castice zmenia
svoj stav na rovnaky klasicky stav. Pri druhom z merani odmeriame uz
len tento klasicky stav. Ak prijimatel a odosielatel uvedenym spdsobom
vygeneruju ndhodnt postupnost bitov, moézu ju pouzit ako kIG¢ v symet-
rickom kryptosystéme. Tento kvantovy efekt predpovedali fyzici uz pred
mnohymi rokmi. Albert Einstein neveril, Ze sa tuto predpoved podari
experimentalne overit. Argumentoval, Ze tento jav, nazyvany teleporté-
cia, protireci principu lokalnosti fyzikélnych uéinkov. Cielom experimentu
je ukazat, Ze po zmerani prvej astice stav druhej ¢astice skolabuje do zod-
povedajuceho klasického stavu rychlejsie, ako prejde svetlo z miesta prvej
¢astice na miesto druhej ¢astice. Takymto spésobom sa chceme presvedéit
o nemoznosti ovplyvnenia stavu jednej castice tym, Ze by sa jej ,,poslala“
informécia o zmene stavu druhej ¢astice, pretoze rychlost svetla sa pova-
zuje za hornu hranicu rychlosti. Experimentélne overenie bolo velmi fazké
kvoli vysokej rychlosti svetla. Napriek tomu vedci ho boli schopni tispesne
uskuto¢nit na vzdialenost 600 m ponad rieku Dunaj nedaleko Viedne.

Casy prvych objavitelov sa neskonéili a nikdy sa neskonéia. Veda je vzru-
Sujlica a mozeme sa tesit eSte na mnoho dobrodruzstiev a pravych zézra-
kov.
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Navody na riesenie vybranych tuloh

Uloha 9.1 Uvazujme superpoziciu:

1 1
5\/§-|o>75-|1>.

2 2
1 1 3 1 1

Takze klasickt hodnotu |1) nameriame s pravdepodobnostou i. Vidime, ze su-

perpozicia
\/g 1
Y2 1.0 .1
( )0+ 5

tiez spliia nase poziadavky. Mozeme sa zamysliet, ktoré dalsie superpozicie -
|0) + 3 -|1) spliaji podmienky o? = 3/4 a 32 = 1/4. Je o¢ividné, Ze meranim
nikdy nezistime superpoziciu, v ktorej sa nachadza kvantovy systém.

Je zrejmé, ze

Uloha 9.2 Vo vieobecnosti mame pre tri bity 2% = 8 moznjch réznych obsahov:
000,001,010,011, 100,101,110 a 111.
Teda kazdy stav kvantového registra s tromi bitmi je superpozicia
ag - 1000) + ay - [001) + a2 - [010) 4+ arz - [011)

+ay - |100> + as - |101> + ag - |110> + a7 - |111>
osmich klasickych stavov, kde

7
o?<lprei=0,1,...,7a Zagzl,

=0

a) Ked je rovnakd pravdepodobnost, Ze nameriame hociktory z osmich kla-

sickych stavov, potom musi platit o = af =ad = ... =a2 = %. Pretoze

dostaneme

) =] =g =...= Q7 =

ako jednu z moznosti. Viete navrhnit dalsie moznosti?
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b) Okrem obsahov |111) a |000) existuje este Sest dalsich moznych obsahov.
Ked |000) pozorujeme s pravdepodobnostou % a |111), pozorujeme s prav-
depodobnostou %, je pravdepodobnost pozorovania vsetkych ostatnych
mozZnosti % (stcet vsetkych pravdepodobnosti musi byt 1). Pravdepodob-
nost % musi byt rovnomerne rozdelené medzi zvys$nych Sest obsahov. Takze

pravdepodobnost pozorovania niektorého zo zvysnych obsahov je:

Yi_1_ o

6 24 144

Nasledujiica superpozicia spliia nase poziadavky na pravdepodobnosti po-

zorovania danych klasickych stavov:

1 1 1 1
Z. —/6-1001) + —+v/6- |01 —6-1]011

5 |ooo>+12\/é |00 >+12\/6 0 o>+12\/6 |011)+
1% |1oo>+i\/é |101>+i\/6 |110>+1\/§ |111)
12 12 12 2 '

Uloha 9.4 Vynasobime

1 1
. (@ _ B 3 .<a>
(5) - (% 5 )6
%.
1.

Nagou tlohou je ukdzat, ze
’y .

0)+0-|1)
je superpozicia, t.j., Ze plati 42 + 6% = 1.

o 2 _ (L1 (L. _L.)Z
) _(2a+26)+\/§a 2@

a? 1 1 32 2 1 1

= — 42 = — . a-f+H—-—4+—-2-—  — .-+ =
2 V2 V2 g 2 2 V2 V2 b

— Oé2+ﬁ2.

Pretoze sme predpokladali, Ze « - |0) + 3|1) je superpozicia, plati a2 + 32
Preto plati aj 42 + §% = 1 a vektor (7, d)” reprezentuje superpoziciu |0) a

.






Zivot sa da pochopit, len ked sa obzrieme nazad,
ale zit ho mozeme len pozerajuc sa vpred.

Soren Kierkegaard

Kapitola 10

Ako sa spravne rozhodovat pre neznamu
budiicnost alebo ako prekabatit
prefikaného protivnika

10.1 Aké objavy nas tu ocakavaju?

Doteraz riesené algoritmické tilohy sa vyznacovali tym, ze sme mali pre da-
ny pripad problému (konkrétnu tulohu) najst spréavne riesenie. To zna-
mena, ze sme mali k dispozicii od zaciatku vypoctu vsetky idaje o vstupe,
ktoré sme potrebovali na vypocitanie rieSenia. V praxi existuje ale mnoz-
stvo tloh, pri rieSeni ktorych mame na zaciatku k dispozicii len ¢ast ada-
jov. V takejto situacii sa od néas vyzaduje najst a realizovat ¢iastoéné
rieSenie skor, nez obdrzime dalsiu ¢ast idajov ndm nie tplne znédmeho
vstupu.

Znézornime to pomocou nasledujtceho prikladu. Predstavme si stredisko,
ktoré poskytuje isté sluzby, napriklad pohotovostnt zdravotnt sluzbu s 50
mobilnymi lekarmi. Kazdy lekar ma k dispozicii vlastné motorové vozidlo.
Ked niekto zavold do centraly, centrdla musi vyslat jedného z lekdrov
na miesto nehody alebo do bytu pacienta. Centréala pohotovostnej sluzby
sa moze pokusit riadif jazdy lekarov tak, aby sa optimalizovali isté para-
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metre. Napriklad, centrdla sa moze snazit, aby
e bol ¢o najkratsi priemerny ¢as ¢akania na pomoc,
e najdlhsi ¢as cakania zo vSetkych miest nehéd bol ¢o najkratsi, alebo

e boli ¢o najmensie naklady na benzin, alebo ¢o najnizsi pocet celkovo
najazdenych kilometrov.

Centrédla ma uplna volnost v tom, ako sa bude rozhodovat, aby dosiahla
svoj ciel. Koho vysle na najbliz§ie miesto nehody? Ci lekéara, ktory prave
skoncil pracu na mozno nie prili§ vzdialenom mieste od miesta novej ne-
hody alebo lekara cakajuceho v stredisku? Ma lekar po skonceni akcie
zostat tam, kde je a Cakat na dalSie tiesniové volanie, alebo sa méa vré-
tit naspiaf do strediska, alebo dokonca zaujat nejak(i nova strategicky
vhodnt vyckavaciu poziciu? Pri klasickom zadani problému st vopred
zname vsetky miesta a ¢asy tiesiovych volani, ako aj dlzky trvania kaz-
dého zékroku a tlohou je najst riesenie vo forme planu jazd jednotlivych
lekarov, ktoré by optimalizovalo zvolené parametre. Samozrejme je nere-
alistické ocakavat, Ze by sme v pripade pohotovostnej sluzby tieto infor-
mécie mohli vopred vediet. Centréla netusi, kde a kedy déjde k najblizsej
nehode, a napriek tomu ocakdvame, Ze riadenie strediska pracuje podla
rozumnej stratégie, aj v pripade, Ze za tychto okolnosti nemozno zarucit
optimalne rieSenie. Takto formulované tulohy nazyvame online prob-
lémy a stratégie navrhnuté na hladanie ich rieSenia sa volaju online
algoritmy.

Situécii, v ktorych potrebujeme online algoritmy je vela a nie je fazké si
ich predstavit. Napriklad riadenie taxisluzby alebo policajnej stanice. Po-
dobne je to aj v priemysle. Podniky musia ¢asto planovat zadelenie svojich
zamestnancov bez toho, aby tusili, kolko a ako $trukturovanych objedné-
vok ziskaji v najblizSom case. Problémy takého druhu sa volaju prob-
lémy planovania prace!. Online problémy st vic§inou velmi fazké,
pretoze budtucnost moze byt plna schvélnosti. Stiahneme lekara do stre-
diska pohotovostnej sluzby a prave vtedy, ked sa vrati, pride tiestiové vo-
lanie od suseda predchédzajiceho pacienta. Najst dobru za kazdych okol-
nosti optimalizujicu stratégiu je casto velmi fazké a niekedy je dokonca
nemozné najst online stratégiu, ktord by garantovala rozumné rieSenia
pre kazdy mozny vyvoj v budiicnosti. Umenie algoritmiky je vysktimat,
pre ktoré online tlohy existuju dobré online algoritmy, a pre ktoré online
ulohy je beznadejné pokusat sa urobit dobré rozhodnutie pre neznidmu
budiicnost. ZavSe sa na prvy pohlad zda beznaddejné hraf proti nezné-

1po anglicky scheduling
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mej budtcnosti, a napriek tomu existuju online algoritmy, ktoré nezavisle
od vyvoja v budtcnosti, garantuju rieSenia blizke optimélnym. To st dal-
Sie zazraky algoritmiky a cielom tejto kapitoly je jeden z tychto divov
predstavit.

Nasledujtci odsek zac¢neme tivodom do modelovania online problémov
a vysvetlime, ako mozeme merat kvalitu online algoritmov. Na ilustriciu
ukézeme aj jeden konkrétny online problém, pri ktorom nie je mozné
prekabatit nezndmu budtcnost.

V odseku 10.3. predstavime jednu tlohu online planovania pracovného
procesu, a presvedc¢ime sa, ze ziadna deterministickd online stratégia ne-
moze zarucit rieSenie blizke optimélnemu. Potom z rukdva vytiahneme
néhodou riadeny online algoritmus, ktory s vysokou pravdepodobnostou
garantuje rieSenia velmi blizke optimalnym. Ako zvycajne, ukonc¢ime ka-
pitolu zhrnutim a predstavime rieSenie pre niektoré tlohy.

10.2 Meranie kvality online algoritmov a hra
s prefikanym protivnikom

Ulohy, ktoré studujeme v tejto kapitole, patria k optimalizaé¢nym tlo-
ham. Kazdy pripad I nejakej optimalizacnej tilohy mé potencidlne velmi
vela rieSeni, ktoré voldme pripustné riesenia pre I. Rozpomenme sa
na ulohu obchodného cestujiuceho (TSP). Pre kazdu tplne poprepédjant
mnozinu n miest existuje obrovské mnozstvo (n — 1)!/2 Hamiltonovskych
kruznic?, ktoré zodpovedaji pripustnym rieSeniam. Ulohou ale nie je néjst
len jedno z pripustnych rieseni, ale také riesenie, ktoré ma minimalne ces-
tovné naklady alebo aspor také, ktorého naklady sa velmi nelisia od opti-
malnych. Vsetky online tlohy st optimaliza¢né tlohy a cielom je najdenie
pripustného riesenia pre uplne zadany pripad tlohy, ktory na zaciatku po-
zndme len séasti. V pripade pohotovostnej sluzby musime (za predpokladu
postacujtcej kapacity) riesit vsetky tiesniové situdcie. Ak to dokazeme,
nasli sme pripustné rieSenie, ktoré mozno opisat postupnostou instrukcii
mobilnym lekdrom. Je jedno, ¢oho mieru (cestovné néklady, ¢asy ¢akania,
alebo iné) chceme optimalizovat. Ak by sme vopred poznali budicnost
so vietkymi ¢asmi a miestami tiesiov§ch volani, mohli by sme teoreticky?

2Hamiltonovské kruznice s cesty, ktoré sa zaéinaji a konéia v tom istom meste a viet-
kymi ostatnymi mestami prechddzaju prave raz.

3Slovom teoreticky mienime bez ohladu na mnozstvo prace. Moze byt, ze by sme to
prakticky nezvladli kvoli privelkej vypoctovej zlozitosti.
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vypoditat nejaké? optimalne riesenie. Bez toho, aby sme poznali budiic-
nost, sa nam moze stat, Ze urobime a realizujeme rozhodnutia, ktoré nam
neskor znemoznia efektivne riesit nové prichddzajice poziadavky. V tejto
suvislosti si kladieme nasledujicu principidlnu otazku:

Aky dobry maéze byt online algoritmus (ktory nepoznd budic-
nost) v porovnani s algoritmom, ktory od zaciatku poznd cely
pripad ulohy (budicnost)?

Odpovede sa mozu ligit od tlohy k tlohe. Ale aby sme mohli analyzovat
tato otdzku pre konkrétne tlohy, musime najprv upresnit, ¢o znamena

byt dobry v porovnani s algoritmom, ktory poznd budicnost.

Pri merani kvality online algoritmov postupujeme podobne ako pri kon-
cepte aproximacnych algoritmov. Nech I je pripad uvedenej optimalizac-
nej tlohy U. Predpokladajme, ze U je tiloha minimalizacie. Nech

Opty (1)

oznacuje cenu optimalneho rieSenia pre I. Nech A je online algoritmus
pre U, ktory vypocita pre kazdy pripad tlohy I pripustné rieSenie

RiesSenie (7).
Cenu tohto rieSenia oznac¢ime ako

Cena(Rieseniex(1)).

Konkurenénu kvalitu Konk o(I) algoritmu A pre pripad ulohy I definu-
jeme ako cislo

Cena(RieSenie (1))
Opty (1)

Konka(I) =

Konk 4 (1) vyjadruje, kolkokrat horsie je riesenie RieSenie 4 (/) algoritmu
A vzhladom na nejaké optimalne rieSenie. Napriklad, ked Opty (1) = 100
(optimalne riesenia pre I maju cenu 100) a Cena(RieSenie4(/)) = 130
(rieSenie vypoc¢itané pomocou algoritmu A méa cenu 130), znamena to

130

KOHkA(I) = m =

1,3

4% . 7 ~ A . o . 7 . , P .
Piseme nejaké, pretoze mozu existovat viaceré optimalne riesenia.
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teda, ze vypocitané riesenie je 1,3-krat horsie ako najlepsie mozné. Inymi
slovami Riesenie4 (/) mé o 30% vyssiu cenu ako optimalne rieSenia pre I.

Teraz vieme urcit, aky dobry je online algoritmus A na jednom pripade
ulohy 1. Celkovu kvalitu algoritmu A meriame z hladiska zaruky, ktora
je A schopny poskytnuf pre kazdy® pripad tlohy. Preto definicia kvality
algoritmu A vyzera nasledujico:

Povieme, 7Ze A je d-konkurencieschopny online algoritmus pre U,
ak pre vSetky pripady [ tlohy U plati:

Konk 4 () <.

Ak plati Konky(I) = 1,3 pre vSetky pripady I tlohy U (ak je teda A
1,3 -konkurencieschopny), znamena to, 7e A pre ziadny pripad tlohy ne-
vypocita rieSenie, ktoré by bolo o viac ako 30% horsie od optiméalneho.
Pre vela pripadov tlohy sa moze stat, ze A vypocita aj ovela lepSie rieSe-
nie. Pre mnohé tazké online tlohy mdze byt uz takato zaruka potesitelna.

Uloha 10.1 Nech pre pripad tlohy I je Opty (1) = 90. Predpokladajme, Ze nas
online algoritmus A vypocita Riesenie4(I) s cenou. Cena(RieSenie (1)) = 135.

a) Urcte konkurenént schopnost algoritmu A pre I.
b) O kolko percent je RieSenie(I) horsie ako optimdlne riesenie pre 1?7

Uloha 10.2 Pre kazdy pripad problému I sme definovali éisla Opty (1)
a Cena(Riesenie4(7)). Co vyjadruje nasledujtice &islo

Cena(Riesenie4 (1)) — Opty (1)

-100 7
Opty (1)

Predpokladajme, ze pre nejakt optimaliza¢nt tlohu U sme navrhli nejaky
online algoritmus A a chceme analyzovat konkurencieschopnost algoritmu
A. To je zvycCajne velmi tazkd matematicka tloha. Pozndme mnozZstvo
online algoritmov pre rézne tlohy, pre ktoré sa napriek dlhoroénym po-
kusom nepodarilo zistit ich konkurencieschopnost. Obtaznost tejto ana-
lyzy spoc¢iva v tom, ze hladdme maximélnu hodnotu Konk 4 () vzhladom
na nekonecne vela pripadov problému I.

Informatici pouzivaji na analyzu konkurencieschopnosti online algorit-
mov symbolickt hru medzi dvoma hrd¢mi — navrhovatelom algoritmu
a jeho protivnikom. Navrhovatel algoritmov sa poktga navrhovat online

®V informatike hovorime &asto ,v najhor§om pripade®.
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Pozri na moj vyborny
algoritmus A

navrhne ] navrhne
A Tak skus pouzit A T
na pripad I. Budes sa divif.

obr. 10.1

algoritmus a jeho protivnik sa pokusa dokézat pre navrhnuty algorit-
mus prostrednictvom névrhu konkrétnych tazkych pripadov problému,
7e navrhnuty algoritmus nie je z hladiska konkurencieschopnosti dobry
(obr. 10.1).

V tejto hre moézeme navrhovatela algoritmu povazovat za na nadSeného
optimistu, ktory sa raduje z vysledkov svojej prace. Jeho protivnika mo-
zeme pokladat za skeptika, ktory méa pochybnosti o vSetkych produktoch
navrhovatela algoritmov a poktsa sa odovodnif svoju skepsu. Dobré vy-
skumné timy potrebuji oba typy — pesimistov i optimistov. Takto priché-
dzaju na svet s nadsenim napady, ktoré buda désledne overené, opravené
a v konecnom désledku vylepsené.

Pri analyze konkurencieschopnosti online algoritmov prisudzujeme pro-
tivnikovi velkti davku prefikanosti alebo dokonca ,zlomyselnosti“. To je
vec jeho vyhodnej hracskej situacie. Protivnik pozné online algoritmus A
a je schopny naplanovat budicnost tak, aby A nebol tspesny. Pretoze mu
je A znamy, vie protivnik, aké ¢iastkové rieSenie A vypocita pre kazda
Cast (prefix) vstupu. Preto hru mozeme vidiet takto: Protivnik ukaze k-
sok budtcnosti a pocké, ¢o s tym A urobi. Potom protivnik urci dalsiu
¢ast vstupu. Potom, ako si pozrel (alebo sam vypocital), ako na to A
reaguje, zostavi dalsie vstupné poziadavky. Vdaka tomuto postupu moze
protihrac¢ uspesne vodit algoritmus A za nos. Ak sa to protihracovi po-
dari, tak tym dokézal, Ze konkurencieschopnost algoritmu A nie je vysoka
(dobra).

Nasledujtcim prikladom zabijeme jednym tiderom tri muchy. Najprv ilus-
trujeme definiciu konkurencieschopnosti pomocou konkrétneho prikladu.
Po druhé nazorne predvedieme, ako moze prefikany protivnik znemoznit
kazdy online algoritmus pre dani tlohu. A po tretie pochopime, Ze naozaj
existuju tlohy, pre ktoré neexistuje tispesny online algoritmus.
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hlavna pamaét

CPU

o DN [—

k

Cache

obr. 10.2

Priklad 10.1 Strankovanie®

Strankovanie je aktudlna tloha, ktord sa musi nepretrzite riesit v kazdom
pocitaci. V pocita¢i mame miniméalne dva druhy pamiite, jednu mala
a jednu velka. Mal4 ¢ast sa vola cache” a v tejto pamiiti mame k tdajom
super rychly pristup. Velkd pamiit sa vold hlavna pamét a je podstatne
viicsia ako cache (obr. 10.2).

Pristup k idajom v hlavnej pamaéti je pomaly. V podstate je to dokonca
tak, Ze poc¢ita¢ moze priamo spracovavat len idaje, ktoré st ulozené v pa-
miiti cache. Ak chce pocita¢ nahliadnut do tdajov, alebo spracovévat
udaje, ktoré nie st v cache, musi najprv tieto daje do cache preniest,
a potom ich moze odtial ¢itat. Preto sa pocitac ,snazi“ mat uloZené v ca-
che vSetky aktudlne tidaje, ktoré sa buda v najblizSom ¢ase spracovévat.
To sa ale nedé zarucit, pretoze pocita¢ nepoznd budicnost, a teda nevie,
ku ktorym tidajom bude chciet pouzivatel mat v najbliz§om ¢ase pristup.
Pocita¢ dostéva len z ¢asu na c¢as isté poziadavky, poskytnit k nahliadnu-
tiu alebo spracovat isté tidaje. Ak tie tidaje nie s v cache, musi ich tam
pretransportovat. PretoZe cache je zvycajne plna, musi pocita¢ najprv
nejaku ¢ast idajov v cache vymazat alebo z cache preniest do hlavnej pa-
miéti. A teraz prichadza priestor pre online stratégie. Ktoré tidaje mame
vybrat (odstranit) z cache? Samozrejme tie, ktoré nebudeme pri najbliz-
sich poziadavkach potrebovat!

Modelujme vzniknutt situaciu presnejsie. Obidve pamite su rozdelené

bv angli¢tine ,,paging®
v slovenéine rychla vyrovnavacia paméat
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do datovych blokov, ktoré nazyvame stranky. cache moze obsahovat na-
najvys k stranok pre nejaké pevné ¢islo k, a typicky obsahuje prave k stra-
nok, teda je plna. Hlavnd paméit obsahuje vSetky potrebné tdaje, takze
tam moze byt ulozené obrovské mnozstvo idajov. Medzi cache a hlavnou
pamiéftou sa daju ,,prendSat® len celé stranky. Celé to pripomina hru s hru-
bou knihou, v ktorej mozeme mat otvorenych naraz najviac k stran. Ak
chceme vidief nejakii novi stranu, musime najprv jednu z k otvorenych
stran zavriet. Z toho dévodu volame tuto ulohu strankovanie (listovanie).

Priklad pripadu strankovanie je napr. postupnost:
1 =3,107,30,1201, 73,107, 30

Tento pripad strankovania zodpovedéd poziadavke ¢itat stranky s éislami
3, 107, 30, 1201, 73, 107 a 30, v tomto poradi, jednu po druhej, stranky
107 a 30 si pozrieme dokonca dvakrat. Stranku 107 najprv v druhom a po-
tom v Siestom ¢asovom odseku. To znamend, Ze by bolo chybou vyhodit
po prvom pozreti z cache stranku 107, pretoze by sme ju v takom pripade
museli pred Siestym ¢asovym okamihom zase preniest nazad do cache.

Vzhladom na to, Ze strankovanie prezentujeme ako tilohu minimalizécie,
potrebujeme merat cenu jednotlivich rieseni. Casy potrebné na prenos
udajov medzi hlavnou pamifou a cache a na pristup k tdajom v cache
st natolko rozdielne, Ze stanovime:

e cenu 0 za pristup na stranku v cache a
e cenu 1 za prenos udajov z hlavnej pamite do cache.

Predstavme si nasledujicu konkrétnu situéciu. Méame cache velkosti 3
(k = 3), ktora obsahuje prave 3 stranky 5, 30 a 107. Teraz dostaneme uz
spominany pripad tlohy I = 3, 107, 30, 1201, 73, 107, 30. Nasledujtice
optimélne rieSenie ma cenu 3. Pocita¢ najprv prenesie stranku 3 z hlavnej
pamite do cache a stcasne s tym stranku 5 z cache do hlavnej pamite.
Tato vymenu stranok 3 a 5 medzi cache a hlavnou pamitou budeme
zapisovat v nasledujicom texte symbolicky ako

5« 3.

Dalsie pozadované strany 107 a 30 st uz v cache k dispozicii, a preto
nedochédza k ziadnemu prenosu tdajov medzi cache a hlavnou pamé-
tou. Potom prenesieme stranu 1201 z hlavnej paméti na miesto stranky
3 v cache. Strany 30 a 107 z cache neodstranime, lebo vieme, Ze ich v bu-
dtcnosti este budeme potrebovat. V piatom kroku vymenime stranku
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cas 0 1 2 3 4 ) 6 7
operacia 53 ° ° 31201 | 1201 < 73 °
5 3 3 3 1201 73 73 | 73
cache | 30 30 30 | 30 30 30 30 | 30
107 107 107 | 107 107 107 107 | 107
nacitané 3 107 | 30 1201 73 107 | 30

Tabulka 10.1

1201 za stranku 73. Posledné dve poziadavky 107 a 30 moézeme realizo-
vat bez komunikacie s hlavnou pamétou. Hore opisané rieSenie mdZzeme
v kratkosti symbolicky zapisat ako

5 3,0,0.3 — 1201,1201 < 73,0, 0,

kde e symbolizuje Casovy interval, v ktorom neprebieha ziadna komu-
nikdcia medzi cache a hlavnou pamitou. Oznacenie a < b symbolizuje
vymenu stranky a z cache za stranku b z hlavnej paméti. Tabulka 10.1
znazornuje obsah cache v uvazovanych 6smich casovych intervaloch.

To, Ze naSe rieSenie je optimalne, moZzeme tvrdif vdaka tomu, Ze na za-
¢iatku nie st stranky 3,1201, a 73 v cache. Takze je jasné, zZe pri pozia-
davkach I = 3,107,30,1201, 73,107, 30 tam niekedy musia byt prenesené,
a teda st nevyhnutné minimalne tri akcie prenosu udajov z hlavnej pa-
maéite.

Uloha 10.3 N&jdite optimalne rieSenia pre nasledujice pripady alohy stranko-
vania:

a) k=3, cache obsahuje 1,2,3a1=17,9,3,2,14,8,7
b) k = 5, cache obsahuje 1,101,1001,1002,9 a I = 1002,7,5,1001, 101, 3,8,
1,1002

Na riesenie daného pripadu moze existovat vela rieseni. Ak pozadujeme
stranku, ktora nie je v cache, tak médme k& moznosti, ktort stranku z cache
vymenime za pozadovanii novi stranku. S dizkou postupnosti poziada-
viek na Citanie stranok exponencidlne rastie pocet moznych rieSeni a si-
tudcia sa moze stat neprehladnou. Napriek tomu vzdy existuje moznost
najst (aj ked s nemalym usilim) optimalne rieSenie. Ak ale stojime pred
strankovanim ako online tilohou, meni to podstatne situaciu. Poziadavky
prichddzaju osobitne jedna po druhej. AZ po splneni prijatej poziadavky,
vdaka ¢omu sme potencidlne odstrénili z cache nejakt strdnku, dosta-
neme dal$iu poziadavku. Protivnik méa v tejto hre prili§ vela priestoru
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a moze sa spravat znacne zlomyselne. V dalSej poziadavke si zvoli vzdy
ti stranku, ktorti sme prave z paméti odstranili. Takto dosiahne stav,
ked kazd4 jeho poziadavka zapric¢ini vymenu stranok medzi cache a hlav-
nou paméifou. Tym sa maximalizuje cena rieSenia, lebo vicsia ako pocet
poziadaviek ani nemdze byt.

Ukazme si to na konkrétnom priklade. Polozme k = 3 a predpokladajme,
Ze cache obsahuje stranky 1, 2 a 3. Protivnik pozaduje stranku 4. Jednu
stranku z cache musime teda odstranit. Predpokladajme, Ze uvedend on-
line stratégia odstrani stranku 2, t.j. vykona akciu 2 < 4. V takom pri-
pade ziada protivnik stranku 2. T4 ale uz nie je v cache, a teda ju tam
musime preniest. Predpokladajme, Ze online algoritmus realizuje 4 < 2.
Nasledne pozaduje protivnik stranku 4. Ak sa online stratégia rozhodne
pre 1 < 4, tak v dalsom protivnik pozaduje stranku 1, ¢o mozno splnit
akciou 4 < 1. Takto vytvoril protivnik pripad tlohy

4,2,4,1
a online algoritmus vyprodukoval riesenie
24421441

s maximalnou moznou cenou 4.

Pokial ale pozname od zaciatku celé zadanie pripadu problému 4,2, 4,1,
tak navrhneme riesenie

3 A 4) e, 0,0,
ktoré mé cenu len 1.

Uloha 10.4 Uvazujme nasledujtci online algoritmus. Ak treba odstranit stran-
ku z cache, tak vezmeme vzdy stranku s najmensim c¢islom. Polozme k = 4
a predpokladajme, Ze na zaciatku obsahuje cache stranky 1, 3,5, 7. Hrajte tllohu
protivnika a navrhnite pripad problému pozostavajuci z 10 poziadaviek tak, aby
tato online stratégia viedla k rieSeniu s cenou 10, i ked je mozné rieSenie s cenou

1.

Uloha 10.5 Predstavme si online algoritmus, ktorj v pripade potreby vybe-
rie z cache ta stranku, ktorda bola doteraz najmenej pozadovana. Ak existuju
viaceré takéto stranky, odstrani spomedzi najmenej pozadovanych stranok tu

s najvyssim ¢islom. Hrajte tilohu protivnika s touto stratégiou a nasledujicimi
Startovacimi situdciami a podmienkami.

a) k = 4, cache obsahuje 1,2,3,4, pripad I ma pozostavat z postupnosti
Styroch poziadaviek a Opt g inkovanie(I) = 1.
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b) k =5, cache obsahuje 1,7,103,5,9 a pre navrhnuty fazky pripad stranko-
vania o 10 poziadavkach ma platit Optgrgnkovanic(I) = 2

Zovseobecnime nase doterajsie sktisenosti a dokdzme, ze pre kazdy on-
line algoritmus A pre strankovanie cache s k strankami existuje pripad
strankovania I taky, ze

Konky > k,

a teda neexistuje ziadna online stratégia, ktora by poskytovala uspokojivé
rieSenia pre vSetky pripady strankovania.

Predpokladajme, Ze v cache, ktord ma velkost k stranok, mame stranky
1,2,3,4,...,k. Nech A je Tubovolny online algoritmus pre tlohu stran-
kovania. Protivnik za¢ne konstruovat pripad tlohy poziadavkou k + 1.
Pretoze stranka k + 1 v cache nie je, A ju musi vymenif za jednu zo stré-
nok 1,2,...,k. Nech A urobi rozhodnutie:

s1—k+1
pre nejaké s1 z {1,2,...,k}. Teraz cache obsahuje stranky:
1,2,...,s1—1,s1+1,... . k,E+1.

V tomto pripade pokracuje protivnik s poziadavkou s;. Stranka s; nie je
v cache, a tak musi A zase nariadit vymenu stranok medzi cache a hlavnou
pamitou. Nech A spravi rozhodnutie:

S9 <> 51

pre nejaké so z {1,2,...,k,k+ 1} — {s1}. Teraz obsahuje cache stranky
1,2,...,89 — 1,59+ 1,...,k + 1 (presnejsie vSetky stranky i € {1, 2, ...,
k+ 1} — {sa}). Prirodzene, protivnik teraz pozaduje prave tu chybajicu
stranku so. Tymto spésobom moézeme pokracovat tak dlho, kym protivnik
nevytvori pripad tlohy:

IA =k+ 1)81552)"'5519—1
dlzky k a s obtaznostou:
Cena(Riesenies(4)) = k.

Vsimnite si, ze pre rdzne online stratégie vznikaju rozne pripady prob-
lému. Tvrdime, ze plati

Optstrdnkovanie(IA) =1
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Pokuisme sa to zdovodnit. Ak od zaciatku pozname cely pripad I, mo-

zeme postupovat takto: Hodnoty si,s9,...,s,_1 su vSetky z {1, 2, ...,
k + 1} a je ich presne k— 1. To znamen4, ze existuje ¢islo j z {1,2,...,k},
ktoré sa nenachadza medzi hodnotami s, ss ..., Sk_1, Cize stranka j v I4

nebude nikdy pozadovand na nahliadnutie. Preto pri prvej poziadavke
na stranku k£ + 1 zvolime akciu

j e k41,

Po tejto akcii nie je potrebny ziadny prenos idajov medzi cache a hlavnou
paméfou, pretoze vsetky stranky s, ss ... S,_1, ktoré zodpovedaji nasle-
dujicim k — 1 poziadavkdm pripadu dlohy I4, st uz v cache. Zo stranok
{1,2,...k + 1} chyba v cache len stranka j, ktoréd ale nie je v I4 nikdy
pozadované. (Ak napr. k =4 a I4 =5,3,1,4, tak j = 2, a tak je rieSenie
2 — 5,0, e e optimélne). Pretoze Opt gniovanie(L4) = 1, dostavame
Cena(Riesenies(l4)) k

= - = k7
Optstrdnkovanie(IA) 1

Konk(l4) =

pre kazdy uvazovany online algoritmus A. Na zdklade toho usudzujeme,
ze neexistuje ziadny d-konkurenéne schopny online algoritmus pre tlohu
strankovania v cache velkosti k, pre 6 < k.

Ako riesime tento problém v praxi? Vzhladom na obfaznost analyzy sa
tym nechceme podrobne zaoberat. Zikladna myslienka je navrhnat on-
line algoritmus, ktory produkuje dobré vysledky aspoii na typickych, ked
uz nie vo v8etkych pripadoch strankovania. Vdaka rozsiahlemu skiimaniu
pripadov uloh z praxe vieme, Ze stranky, ktoré boli pozadované castejSie
v poslednom ¢ase, maju vyssiu pravdepodobnost, Ze budi znova pozado-
vané. Co rozumieme pod ,v poslednom ¢ase“ a akii rolu presne zohrava
experimentalna pocetnost roznych poziadaviek, sa tu nepokiisime presne
Specifikovat. Okrem toho je tu eSte moznost ziskat online algoritmy s néa-
hodnym riadenim, ktord moze byt pre rieSenie tilohy strankovania velmi
uzitocna.

10.3 Randomizovany online algoritmus

pre jednu ulohu planovania

V tomto odseku chceme ukéazat, Ze je mozné objavit randomizované algo-
ritmy, ktoré i v zdanlivo beznadejnych situdcidch dokdzu zarudit kvalitné
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riesenia blizke optimalnym. To znamend, ze existuju tazké dlohy, v kto-
rych napriek o¢akavaniu sa mozeme rozhodovat bez znalosti budiicnosti
skoro tak dobre, ako niekto, kto je schopny predpovedat budiicnost.

Aby sme ostali nazorni a predisli prili§ komplikovanym matematickym
analyzam a argumentom, predstavme si jednoducht verziu talohy plano-
vania prace. Predpokladajme, ze méme podnik s n rdéznymi pracovis-
kami. Na kazdom pracovisku je zariadenie, ktoré je schopné vykonévat
isté pracovné tkony bud samostatne, alebo riadenim nejakého pracov-
nika. Do podniku prichadzajt zékaznici s réznymi objednavkami. V ob-
jednavke je uvedené, ktoré pracoviskda a v akom poradi zakaznik potre-
buje, aby jeho objednavka bola tispesne vybavena. V zjednodusenej verzii
predpokladame, ze kazda objednavka potrebuje vSetky stanice a kazda
stanica je pozadovand na rovnako dlhy ¢as (napr. 10 minat). Jediné, ¢o
v tejto jednoduchej verzii tlohy moze zakaznik zvolit, je, v akom poradi
musia byt pouzité pracoviska. Napriklad pre n = 5 mé podnik 5 stanic
51, 52, 53, 54 a 55. Objedné,vka

A=(1,3,54,2)

znamena, ze zakaznik pozaduje pre spracovanie svojej objednavky zaria-
denia (pracoviskd) v poradi

Sl) 53) 555 S4 a SQ~

Ulohou podniku je objednavku podla moznosti ¢o najskor vybavit. Ak je
objednévka A jedinou, uloha je pre podnik hravo zvladnutelnd v prie-
behu 5 ¢asovych jednotiek (jedna ¢asové jednotka pre jedno pracovisko).
V prvej ¢asovej jednotke pracuje pracovisko S, v druhej stanica Ss, v tre-
tej S5, vo Stvrtej Sy a v poslednej piatej ¢asovej jednotke ukonéi pracu
na objednévke pracovisko So. Uloha spociva v tom, Ze v hre mozu byt
viaceri zékaznici, ktori si navzadjom mézu konkurovat pri spracovani svo-
jich zékaziek. Budeme sa zaoberat najjednoduchsim variantom tlohy, kde
sa vyskytuju len dve objednavky od dvoch zdkaznikov. Podnik sa usiluje
minimalizovat ¢as na uplné spracovanie oboch objednavok. Predstavme
si napriklad pre n = 4 nasledujtce dve objednavky

A = (1,2,3,4)
Ay = (3,2,1,4).

Podnik moze riesit objednavky nasledujicim spdsobom: V prvej ¢aso-
vej jednotke spracuva obe objednavky paralelne, ¢o znamena, Ze prvé
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pracovisko S pracuje na prvej tlohe objednavky A; a tretie pracovisko
S3 pracuje na prvej tlohe objednévky As. Po uplynuti prvej ¢asovej jed-
notky st obe objednavky hotové s prvou tlohou a potrebuji obe pracovat
na pracovisku Ss. To ale nemozeme realizovat stic¢asne, pretoZze na jednom
pracovisku méze byt naraz spracovdvana len jedna tiloha. Nech sa podnik
rozhodne spracovat najprv druht tlohu prvej objednivky A; na poza-
dovanom pracovisku S2. Vzhladom na to, ze tilohy musia by spracované
v danom poradi, nebude sa v druhom ¢asovom tseku pracovat na druhe;j
objednévke As. Kvoli tomu mé A, oneskorenie velkosti jednej ¢aso-
vej jednotky. Po uplynuti druhej casovej jednotky st splnené prvé dve
ulohy objednéavky A; a na objednavke Ay bola doteraz vykonand len
prva uloha. (tab. 10.2). Teraz pozaduje A; pracovisko S3 a Ay pracovisko
Ss. Obe poziadavky mozno splnit sti¢asne, a teda sa realizuji. Po tretej
¢asovej jednotke ostava len poziadavka objednéavky A; na pracovisko Sy
a na objednavky Ao treba splnif este poziadavky 1,4. Vidime, Ze pod-
nik vo Stvrtej éasovej jednotke méze stucasne spracovat A; na Sy a As
na Si. Tym je objednavka A; po Stvrtej casovej jednotke tiplne spraco-
vané bez akéhokolvek oneskorenia. V piatej ¢asovej jednotke moze potom
podnik dokon¢it na pracovisku Sy pracu na objednavke As. Po piatich
¢asovych jednotkach st obe objednavky A; a Ay vybavené a nase riese-
nie je optimalne, pretoZe neexistuje riesenie, ktoré by tieto objednavky
dokézalo vybavit v kratSom case.

Riesenie v kratsom case je nemozné preto, lebo spracovanie A; a As
v priebehu 4 ¢asovych jednotiek znamend, ze v kazdej casovej jednotke
musia byt stcasne spracované obidve objednavky. Na zaciatku to zna-
mena konkrétne spracovanie A; na S; a spracovanie As na S3. Tym je
nevyhnutny konflikt rovnakych poziadaviek oboch zakaziek na pouzitie
pracoviska So v druhej ¢asovej jednotke, ktorému sa nemoézeme nijako vy-
hnat. Pre nemoznost spracovat obe objednavky sucasne musi jedna z nich
¢akat pocas druhej ¢asovej jednotky, a teda nemdze byt vybavend skér
ako po piatich ¢asovych jednotkach.

Nasledujtca tabulka znézortuje priebeh vyssie opisaného spracovania ob-
jednavok A; a Ay. Kazdy stipec zodpoveda jednej ¢asovej jednotke a uka-
zuje, ktoré pracoviské aktivne pracuji na ktorej tilohe. Z pohladu riadkov
mozeme pozorovat, do akej miery pokrocila praca na objednavkach A;
a As po uplynuti jednotlivych ¢asovych jednotiek.

Uloha 10.6 Rozoberme si situaciu, ked sa podnik rozhodne v prvej ¢asovej jed-
notke spracovavat len A; na pracovisku S; a nechd As ¢akat, i ked pozadované
pracovisko S5 mé nevyuzité k dispozicii. D4 sa v takomto pripade este dosiah-
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casové jednotky | 1 2 3 4 5
Ay | S1 | S2 | Ss | S4
A2 53 SQ Sl 54

Tabulka 10.2

nut, aby bola praca na oboch objedndvkach ukoncend v rdmci piatich ¢asovych
jednotiek? Opiste vase priradenie pracovisk objednavkam v ¢ase, podobne ako
v tab. 10.2.

Uloha 10.7 Predpokladajme, Zze mame podnik s n = 6 pracoviskami a dve
objednavky Ay = (1,2,3,4,5,6)a As = (1,3,2,6,5,4). Kolko ¢asovych jednotiek
potrebujete na tplné vybavenie objednavok? Prezentujte svoje rieSenie vo forme
tabulky tab. 10.2.

Uloha rozdelovat pracu sa da predstavit graficky, o znazoriuje hladanie
dobrych rieSeni, a tym ich aj ulahcuje. Pre podnik s n pracoviskami si
nakreslime najprv tabulku n x n. Pre dve objednavky A; a Ay napiSeme
postupnost pozadovanych pracovisk objednavky A; do stipcov a postup-
nost pozadovanych pracovisk objednavky As do riadkov. Na obrazku 10.3
vidime tabulku 4 x 4 pre objednéavky:

A; = (1,2,3,4) a Ay = (3,2,1,4) .

Start 1 2 31 4

ciel
obr. 10.3

Policka, v ktorych sa stretavaju rovnaké poziadavky (ako napr. priesec-
nik prvého riadku s tretim stipcom zodpoveda sti¢asnej poziadavke oboch
objednévok pouzit pracovisko S3, alebo prieseénik druhého riadku s dru-
hym stipcom zodpovedd sticasnej poziadavke prace na pracovisko So)
nazyvame prekazky a oznacime ich vysrafovane. Pozorujeme, ze pocet
prekazok je préve n, pretoze pre kazdu stanicu S; (1 = 1,...n) existuje
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roh N 7 roh
' o/
vertikalna
e
J hrana
’ ®
/ fT\ AN
roh . roh
horizontalna
hrana
obr. 10.4

prave jeden riadok a jeden stlpec oznaceny éislom i. TakZe na obrazku
10.3 vidime presne $tyri prekazky. Vo vSetkych volnych polickach bez pre-
kazok (policka s roznymi poziadavkami objednavok A; a As) nakreslime
spojnicu z horného lavého vrchola (rohu) policka do dolného pravého vr-
cholu (rohu) policka a nazveme ju diagonalna hrana (obr. 10.3). Body,
kde sa pretinaju horizontalne a vertikdlne ¢iary oddelujice jednotlivé
riadky a stipce nazjvame vrcholmi (obr. 10.4).

Usedcky, ktoré spajajt susedné vrcholy, nazfvame hrany. Hrany, ktoré le-
zia na horizontalnych ¢iarach (oddelujicich riadky), nazyvame horizon-
talne hrany (obr. 10.4). Analogicky nazyvame vertikdlne orientované
usecky medzi dvoma susednymi vrcholmi vertikalne hrany. Hladanie
rieSenia pre spracovanie objednavok A a A, zodpoveda v tejto grafickej
reprezentacii hlfadaniu cesty z horného lavého rohu tabulky n x n (ozna-
¢eny na obr. 10.3 ako start) do dolného pravého rohu tabulky (oznacené
na obr. 10.3 ako ciel). Cesta prebieha postupne z vrchola do susedného
vrchola.

obr. 10.5
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Start | 1| 2| 3| 4

ciel

obr. 10.6

Ak prechadzame diagonalnou hranou policka na priese¢niku i-teho riadku
a j-teho stipca (obr. 10.5(a)), tak to zodpoved4 sticasnému spracovaniu
objednévok A; a As na pozadovanych pracoviskach S; a S;. Pouzitie ho-
rizontélnej hrany (obr. 10.5(b)) zodpovedé spracovaniu objednévky A;
na pozadovanom pracovisku S; a ¢akaniu objednavky As, ktord v tomto
¢asovom intervale nie je spracovana a kvoli tomu sa oneskori o jednu ca-
sovii jednotku. Ist po vertikélnej hrane (obr. 10.5(c)) zodpoved4 spracova-
niu As na pozadovanom pracovisku S; a ¢akaniu A; na dalSie spracovanie.
Na obrazku 10.6 je znazornené rieSenie z tab. 10.2, ktoré zodpoveda planu
pre pripad dlohy z 10.3. Jediné horizontalna hrana pouzita v rieSeni zod-
poveda obchadzaniu prekazky v policku (2, 2). Jedind vertikdlna hrana
je pouzitd v poslednom kroku na dosiahnutie ciela, ked uz je objednévka
A;q vybavend a dokonc¢ujeme len objednavku As.

Cena rieSenia (pocet potrebnych ¢asovych jednotiek na tplné spracova-
nie A; a As) je presne dlzka cesty zo $tartu do ciela poéitana ako pocet
prejdenych hréan. Na obrazku 10.6 pozostava cesta zo Startu do ciela z 5
hran a i-ta hrana cesty zodpoveda presne priradeniu pracoviska v i-tej
casovej jednotke v tab. 10.2. Ak pozname od zaciatku tplne objednavky
Ay a Ay, mdzeme najst optimalne riesenie priradenia pracovisk jednotli-
vym objednévkam v jednotlivych ¢asovych intervaloch velmi rychlo vdaka
efektivnym algoritmom na hladanie najkratsej cesty zo Startu do ciela.

Uloha 10.8 Predstavtesi objednavky A; = (6,5,4,3,2,1)a Ay = (4,5,6,2,3,1)
pre podnik so Siestimi pracoviskami! Nacrtnite zodpovedajiace grafické zobraze-
nie tohto pripadu tlohy so Siestimi prekazkami. Najdite jednu z najkratsich ciest
(moze ich existovat viacej) zo Startu do ciela a zostavte k tejto ceste zodpoveda-
jucu tabulku, ktora opisuje priradenia pracovisk objedndvkam podobne ako ste
to urobili v tab. 10.2.

Vdaka grafickému zobrazeniu vidime, Ze tto optimaliza¢ni tlohu vieme
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vyriesit Tahko a rychlo. Situédcia sa ale zmeni, ak budeme tto tlohu pokla-
dat za online Gilohu. Na zaciatku pozna podnik len prvi poziadavku objed-
navky A; a prva poziadavku (tlohu) objednavky As, napr. 47 = (3,...)
s As = (5,...). Zvysok pripadu tlohy je podniku zatial nezndmy. Ak
podnik vybavi stibezne prvé ¢iastkové tilohy objednévok na pracoviskach
Ss3 a S5, objavia sa nasledovné tlohy objednavok A; a As. Pravidlom je,
Ze az po rozhodnuti a spracovani danych c¢iastkovych tloh objednavok Ag
a As sa podnik dozvie, aké dalsie ¢iastkové tllohy objednavok A; a As st
na rade.

Pri tomto scenari moze hra medzi navrhovatelom online algoritmu s jeho
protivnikom vyzerat takto: Navrhovatel algoritmu navrhne nejaki online
stratégiu a jeho protivnik navrhne pripad tlohy, ktory je tazky pre zvolent
stratégiu. Stratégia protivnika v tejto hre je velmi jednoduché a uvidime,
ze zlomyselnejSiu si naozaj ani nemozno predstavit. Pre kazdy algorit-
mus zostroji protivnik taky pripad tlohy, ze danému algoritmu neostane
ni¢ iného, ako minimélne v kazdom druhom kroku pouzit nejaki nediago-
nalnu hranu. To znamena, ze v kazdom druhom kroku déjde k oneskoreniu
pri vybavovani na jednej z objednavok. Ako to moze protivnik dosiahnut?

Predpokladajme (obr. 10.7), Ze posledny krok algoritmu pouzil nejaka
diagonalnu hranu.

Start a r
b <— -ty riadok
r X
r ciel
j-ty stlpec
obr. 10.7

Ak sa nachddzame vo vrchole X (obr 10.7) v dolnom pravom rohu prie-
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se¢nika i-teho riadku a j-teho stlpca, znamena to, ze prvych j aloh ob-
jednavky A; a prvych ¢ tloh objednévky As je uz spracovanych. Teraz si
moze protivnik zvolif (j + 1)-va tlohu objednéavky A; a (i 4 1)-va tlohu
objednavky As. Protivnik zvoli tt istt poziadavku na pracovisko S, ktoré
doteraz este nebolo pouzité. Takto vychadzajic z X lezi pred nami pre-
kézka a ndm neostdva ni¢ iné, ako pokracovat nejakou nediagondlnou hra-
nou (Musime si vybrat z dvoch moZnosti znazornenych na obr. 10.5(b)
a obr. 10.5(c)).

Ak navrhnuty online algoritmus po diagonélnom kroku dosiahne okraj
tabulky (obr. 10.8), tak neexistuje tak ¢i tak nijaka moznost pouzivat az
do konca cesty len diagondlne hrany. Preto moze protivnik zvolit zvysné
ulohy este nedokoncenej objednavky (na obr. 10.8 je to objednavka As)
v Tubovolnom poradi.

Co mozeme vydedukovat z tejto Gvahy? Pre kazdy online algoritmus A
néajde protivnik pripad problému x4, na ktorom online algoritmus A mi-
nimalne v kazdom druhom kroku pouzije nediagonalnu hranu. To zna-
mend, ze A musi sposobit minimalne v kazdom druhom kroku oneskorenie
pri spracovani jednej z objednévok. Ak mame m stanic, musime pocitat
s m/2 oneskoreniami, ktoré si rozdelené na obe objednavky. Z toho vy-
plyva, Ze aspoil jedna z objednavok musi maf minimalne m/4 oneskoreni.
Takze Cas spracovania pripadu tlohy x4 pomocou riesenia vypocitaného
algoritmom A je aspon
m+m/4

pretoze najkratSie spojenie zo Startu do ciela pozostdva z m diagonédlnych
hréan a k minimalnemu ¢asu musime este pripoc¢itat maximum oneskoreni
na jednotlivych objednavkach.

Ilustrujme hru protivnika proti jednej konkrétnej online stratégii.

Priklad 10.2 Predstavme si nasledovna online stratégiu A na hladanie
cesty zo Startu do ciela v tabulke znézornujucej dve objednavky.

1. Ak je mozné pouzit diagonalnu hranu, tak ju pouzi.

2. Ak stojis pred prekazkou (t.j. bez moznosti ist po diagonalnej hrane),
zvol si tl z dvoch moznych hrén (jednej horizontélnej a jednej ver-
tikalnej), ktora vedie blizsie k hlavnej diagonéle celého pola medzi
Startom a ciefom. Ak st obe moznosti rovnako dobré, zvol si hori-
zontalnu hranu.

3. Ak sa nachadza$ na pravom okraji tabulky, pouzi na dosiahnutie
ciela vertikalne hrany.
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Start a

ciel

obr. 10.8

4. Ak sa nachédzas na spodnom okraji tabulky, pouzi na dosiahnutie
ciela horizontélne hrany.

Pre tento online algoritmus A skonstruuje protivnik tazky pripad planova-
nia 4 = (A4;, A2) takto: Konstrukcia sa za¢inas Ay =1,...a Ay =1,....
Takto lezi prekdzka hned na Starte (obr. 10.9) a A ju musi obist. Podla
bodu 2 algoritmu A st obe moznosti vertikalna i horizontalna rovnako
dobré a tak ide A po horizontalnej hrane.

Start 1
1
obr. 10.9

Po tomto kroku musi protivnik sformulovat druht tlohu (poziadavku)
objednévky A;. Teraz nemé protivnik nijakii moznost polozit prekazku,
pretoze v kazdom riadku existuje prave jedna prekazka, a ti uz protivnik
do prvého riadku ulozil. Preto je jedno, ktoré pracovisko si protivnik
vyberie. Nech je to pracovisko Ss, a teda nech A; = (1,2,...). Teraz
moze A pokracovat po diagonélnej hrane (obr. 10.10) a spracuje tym
sucasnu ulohu 1 objednévky A; a tlohu 2 objednavky As.
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Start 1 2

obr. 10.10

Teraz st splnené vSetky doteraz Specifikované poziadavky a protivnik
moze sformulovat nasledovné poziadavky oboch objednavok A; a As.
To znamena, Ze protivnik méze znova polozit prekazku (pouzitou diago-
nalnou hranou dosiahla cesta novy riadok a novy stlpec, v ktorom nelezia
este nijaké prekazky). Nech protivnik pokracuje v konstrukcii pripadu
ulohy (A1, As) nasledovne:

A1:(1,2,3,...) aA2:(1,3,...) .

Takze algoritmus A narazil zasa na prekazku (obr. 10.11). Podla bodu 2
zvoli A vertikdlnu hranu, aby obisiel prekazku (obr. 10.11).

Start 1 2 3
1
2
obr. 10.11

Potom neméze protivnik vytvorit prekdzku, pretoze v kazdom stipci uz
jedna prekazka lezi a urobi As = (1,3,2,...). Teraz pouzije A, podla
bodu 1, pred fou stojacu diagonalnu hranu (obr. 10.12) a dosiahne takto
novy riadok a novy stipec. Protivnik vytvori konstrukciou

A =(1,2,3,4,...)a Ay = (1,3,2,4,...)

novu prekazku, ktort A obchddza horizontalne (obr. 10.12).

Ak ma podnik prave 4 pracoviska, protivnik je hotovy s konstrukciou pri-
padu planovania x4 = (A;, A2). Na dosiahnutie ciela (obr. 10.12) musi
eSte A ist po okraji vertikédlnou hranou. Spolu pouzil algoritmus A na ceste
zo Startu do ciela Sest hran a len dve z toho boli diagonalne. Algoritmus
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Start 1 2 3 4
1
2
3
T
4
obr. 10.12

A sa zacal horizontalnou hranou a nanajvys kazda druha hrana bola dia-
gonalna.

d

Uloha 10.9 Predpokladajme, ze podnik mé 7 pracovisk. Prevezmite tilohu pro-
tivnika v pokracovani prikladu 10.2 z vrcholu x na obrazku 10.12 a doplnte
pre tento pripad konstrukciu fazkého pripadu z 4.

Uloha 10.10 Ako vyzera optimélne riesenie pre pripad tlohy A; = (1,2,3,4)
a Ay = (1,3,2,4) na obrazku 10.127

Uloha 10.11 Zmefime stratégiu A z prikladu 10.2 tym, Ze v bode 2 budeme
vyzadovat, aby v pripade prekdzky online algoritmus pouzil vzdy horizontalnu
hranu. Hrajte tilohu protivnika pre tto stratégiu A’ a skonStruujte tymto spo-
sobom tazky pripad pre A’ a pre n = 5.

Uloha 10.12 Uvazujme stratégiu B, ktora nezavisle od pripadu tilohy pouzije
najprv 3 vertikdlne hrany (t.j. nechd ¢akat objedndvka A; tri ¢asové jednotky)

a potom pracuje ako A. Hrajte tilohu protivnika pre B a zostrojte tazky pripad
pre Bpren=1.

Ukézali sme, ze pre kazdy online algoritmus A sa da skonstruovat tazky
pripad tulohy x4, ktory A nevie vyrieSit rychlejsie ako za

m+m/4

casovych jednotiek.
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Je to vela alebo malo? Aby sme tato otdzku mohli zodpovedat, musime
najprv skumat, ako dobré su rieSenia, ktoré sa daju najst, ak je budiicnost
(celé objednavky) od pociatku znama. Najprv objasnime, Ze kazdy pripad
planovania pre dve objedndvky na m pracoviskach je spracovatelny v case

m+/m.

Dosledkom toho je, ze pre kazdy online algoritmus A plati:
m+0,25-m
m+ym

Pre velké m to znamen4, Ze online vypodcitané rieSenia mozu byt o takmer
25% horsie ako optimaélne.

Konk (1) >

Aby sme ukazali, ze kazdy pripad tlohy mozno riesit v m ++/m ¢asovych
jednotkach, uvedieme pre vicSinu citatelov Gplne novy druh argumenta-
cie. Pre kazdy pripad problému budeme brat do tvahy viacero algorit-
mov a ukazeme, Ze rieSenia vyprodukované tymito algoritmami vyzaduji
v priemere m++/m ¢asovych jednotiek. Ak rieSenia potrebuju v priemere
m—++/m ¢asovych jednotiek, tak medzi nimi musi byt jedno, ktoré potre-
buje nanajvys m + y/m ¢asovych jednotiek. Odovodnenie tejto tvahy je
jednoduché. Ak by vSetky riesenia potrebovali viac ako m++/m éasovych
jednotiek, tak priemer poc¢tu ¢asovych jednotiek tychto rieSeni nemoze byt

m 4+ /m.

Pre zjednodusenie uvazujme, ze m = k? pre nejaké prirodzené ¢asto k,
a teda \/m = k je celé ¢islo. Budeme uvazovat 2k + 1 diagonéalnych straté-
gii. Hlavna diagonéalu celej tabulky zo Startu do ciela oznac¢ime Dy. Dia-
gonalu v tabulke, ktord lezi ¢ poli¢ok nad Dy oznacime D;. Analogicky
ozna¢ime D_; diagonélu, ktord lezi j policok pod Dg. Na obr. 10.13 vi-
dime tri hrubé ciary, predstavujtice diagondaly Dy, Dy a D_3.

Kazdej diagonéle D; méZzeme priradit jednu stratégiu SD;, ktoréd sa usi-
luje prejst vSetkymi vrcholmi diagonély D;. Pre kazdé i > 0 urobi SD;
najprv ¢ horizontalnych krokov a dosiahne tak najvyssi vrchol diagonaly
D;. Ak narazi na prekazku, tak SD; obchadza tuto prekdzku najprv ho-
rizontédlnou a potom vertikdlnou hranou (obr. 10.14) s cielom vrétit sa
po obchadzke na D;. Ak SD; dosiahne najspodnejsi vrchol diagonaly D,
tak na dosiahnutie ciela SD; pouzije vertikdlne hrany na okraji.

Analogicky sa zacina stratégia D_; najprv s ¢ vertikdlnymi hranami a do-
siahne tak najvyssi vrchol diagonaly D_;. Potom pokracuje, podobne
ako SD;, po diagonédlnych hranach diagonaly D_; a obchadza prekazky
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ciel

obr. 10.13

v dvoch krokoch s narastom na D_; (obr. 10.14). Ak SD_; dosiahne naj-
nizsi vrchol diagonély D_;, na dosiahnutie ciela pouzije SD_; horizontalne
hrany.
Start 1 2 3 4 5 6 7 8 9
3

SDy

T ciel

obr. 10.14
Na obrazku 10.14 vidime rieSenie stratégii SDg a SD_3 pre pripad tlohy
A1 =(1,2,3,4,5,6,7,8,9) a Ay = (3,2,1,7,5,9,4,8,6).

Uloha 10.13 Vypoditajte riesenia, ktoré dostaneme pouzitim stratégii SD;, S Do
a SD_5 pre pripad tlohy z obr. 10.14.
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Uloha 10.14 Predstavme si pripad tlohy A; = (9,8,7,6,5,4,3,2,1)a Ay = (9,
7,8,4,5,6,2,3,1). Nafrtnite rieSenia, ktoré dostaneme pouzitim stratégii SDs,
SD(), SD_l a SD_Q.

Predpokladajme, Zze pre kazdy pripad planovania s m pracoviskami pou-
zijeme vsetkych 2k +1 = 2,/m + 1 diagonédlnych stratégii a ziskame takto
2k + 1 réznych rieseni. Vypocitame priemernt kvalitu tychto rieseni tak,
Ze spocitame najprv sucet ich ¢asov spracovania, a potom ho vydelime
2k + 1.

Cas vypoctu riesenia SD; a SD_; je presne
m + i + pocet prekazok na D;(D_1),
pretoze:
(i) SD; (SD_;) pouziva presne i vertikalnych a ¢ horizontalnych hran,
aby dosiahla zo startu diagonalu D; (D_;) a z konca diagonaly prisla

do ciela. Preto maji obe objedndvky zdrzanie presne i ¢asovych
jednotiek.

(ii) Kazdu prekazku obideme v rieSeni jednou horizontalnou a jednou
verikalnou hranou. Preto znamené kazda prekazka oneskorenie o jed-
nu casovu jednotku.

Oznac¢me pomocou SUM sucet vsetkych oneskoreni vsetkych 2k + 1 rie-
Seni. Citatel, ktory nemé vzfah k matematike, moze nasledujtci vypocet
preskodit.

k
SUM = > (Ji] + pocet prekazok na D;)

i=—k

k k
= 3 |i|+ > pocet prekdzok na D;
=k =k

k
<2-Yi+m
i=1
{Toto bol najdolezitejsi krok v nasej tvahe. Kedze vSetkych preka-
zok je m, nemoze byt sucet vsetkych prekdzok na 2k + 1 vybranych

nic¢end ¢islom m.}
(k+1

{Uz maly Gauss ukézal, ze sucet prvych k kladnych celych ¢isiel je
presne k- (k+1)/2.}
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=k-(k+1)+m=k+k+m=(/m)?*+/m+m
=2m + /m.

Vydelme stcet vSetkych oneskoreni poétom rieSeni. Dostavame priemerné
oneskorenie:

2m + /m

MLV =k,

2.-y/m+1

7 tohto dovodu existuje aspon jedno riesenie, ktoré sa oneskoruje nanaj-
vi$ o k casovych jednotiek®. Teda existuje riesenie, ktoré vybavi vietky
objednavky pripadu tlohy za ¢as nanajvys

m+vm
casovych jednotiek.

Uloha 10.15 (tvrdy orieSok) Pre nase tivahy sme pouzili 2,/m + 1 diagon4l-
nych stratégii. Aky by bol vysledok nasho usilia, keby sme poéitali s 4/m + 1
alebo /m + 1 diagonalnymi stratégiami?

Uloha 10.16 Vypoditajte priemerné zdrzanie pre 7 stratégii od SD3 po SD_3
pre planovanie na obr. 10.14.

Dokazali sme, ze pre kazdy pripad planovania dvoch objednéavok pre m
pracovisk je mozné objednavky spracovat s oneskorenim najviac /m.
Zial, online algoritmy nie st schopné zabranit oneskoreniu m/4 = 0.25m.
Pre velké hodnoty m je m/4 podstatne viac ako /m. N&s§ vysledok zis-
kame vdaka jednoduchej kombinatorickej tivahe, ktord je napriek svojej
jednoduchosti mocnym a casto pouzivanym nastrojom matematickych
zddvodneni. Toto kombinatorické tvrdenie mézeme sformulovat takto:

Ked mdme m objektov a kaZdému priradime nejaki ciselni
hodnotu a priemernd hodnota objektov je d, potom medzi ty-
mito objektmi existuje jeden s ciselnou hodnotou najviac d
a jeden s hodnotou aspon d.

Nadi$iel ¢as prekabéatit presibaného protivnika. Zoberieme si na pomoc
nahodu a pre ulohu planovania navrhneme randomizovany online algorit-
mus. VSimnite si, ze vSetky stratégie SD; st online algoritmy. Kazda dia-
gonalna stratégia sa drzi vrcholov svojej diagonaly a obchadza prekazky
rovnako bez ohladu na to, ako si rozmiestnené. Na svoje rozhodnutia

8 Ak by vietky rieSenia mali oneskorenie aspon k+ 1 ¢asovych jednotiek, potom by prie-
merné oneskorenie muselo byt viac ako k.
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nepotrebuje informéacie o pripade tlohy okrem aktualnych poziadaviek
objednévok A; a As. Ako ndm to pomdze? Vytvorime randomizovany
online algoritmus D, ktory:

Pre kazdy pripad ulohy pldnovania s m pracoviskamsi zvoli nd-
hodne jednu z 2./m + 1 stratégii SD; a pouZije ju na urcenie
riesenia.

Kedze priemerné oneskorenie vietkych 2y/m + 1 stratégil je /m + 1,
ocCakavame od algoritmu D relativne dobré riesenia. Samozrejme, nemo-
zeme vylacit, ze pre dany nezndmy pripad tlohy si D ndhodne zvoli ne-
vhodnt stratégiu. Napriklad, ked si randomizovany online algoritmus D
zvoli pre prenho neznamy pripad tlohy

A =(1,2,3,...,m) = A5(1,2,3,...,m)

diagonalnu stratégiu SDy, lezi vsetkych m prekazok prave na diagonale
Dy a oneskorenie je najhorsie mozné, t.j. m. To sa ale stane len s prav-

depodobnostou
1

2y/m+1°

Vzhladom na to, Ze na ostatnych diagonalach nelezia nijaké prekézky, st
vSetky ostatné pripady priaznivé. V tychto pripadoch ma S D; oneskorenie
presne %, pre vSetky 1.

Uloha 10.17 Nech m = 9. Najdite taky pripad tlohy, ze vietky policka diago-
naly D3 obsahuju prekazky. Urcte jednotlivé oneskorenia vsetkych diagonalnych
stratégii.

Ako sa modzeme pomocou matematickych argumentov presveddit, Ze ran-
domizovany online algoritmus D je dobry pre prax? Nemoze sa stat,
ze prilis§ ¢asto (s vysokou pravdepodobnostou) dostaneme nie prili§ dobré
rieSenia? Aby sme ukazali kvalitu algoritmu D, pouzijeme elegantnii kom-
binatorickt tivahu.

Majme n objektov, ktoré st oznacené kladnymi celymi ¢islami. V nasom
pripade st objekty jednotlivé riesenia vytvorené diagondlnymi stratégiami
a Ciselné oznacenia su ich oneskorenia. Tvrdime, Ze:

Aspon polovica objektov ma hodnotu mensiu alebo rovni dvoj-
ndsobku priemernej hodnoty.

Ako to zdoévodnime? Nech je d priemernd hodnota. Ak viac ako polovica

.....
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.....

nula (obr. 10.15).

hodnota| : . ’ . ’ . ’
———————————————————————— 2 x priemernd hodnota
priemerna hodnota
0
obr. 10.15

D4 sa to ukézat aj vypoctom. Nech g je pocet objektov s hodnotou vic¢sou
ako 2d a h je pocet objektov s hodnotou najviac 2d. Je zrejmé, ze g + h
je pocet vsetkych objektov. Potom je stcet hodnét vsetkych objektov
dohromady viac ako

g-2d+h-0=2dg.

Priemerna hodnota d je potom aspon

2dg

g+h

Teda plati d > 2dg/(g + h) a dostédvame, ze

d-(g+h) > 2dg |3}
g+h > 29 |—g
h > g.

.....

.....

ako dvojnasobok priemeru. Dosledkom nerovnosti h > g je, Ze pre algo-
ritmus D mame zarucené, ze s pravdepodobnostou najmenej 1/2 zvoli
stratégiu, ktorej rieSenie mé oneskorenie najviac

2-d=2-ym.

Ak to niekomu eSte nestaci, moéze pouzitii kombinatorickti ivahu zovse-
obecnit:
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Pocet objektov s hodnotami vicsimi ako c-ndsobok priemeru
je najviac c-tina (t.j. n/c) vsetkych objektov.

Ak zvolime ¢ = 2, dostaneme pdvodné tvrdenie.

Uloha 10.18 (tvrdy orieSok) Zdovodnite platnost zoviobecneného kombina-
torického tvrdenia.

Na zéklade tohto kombinatorického tvrdenia moézeme povedat, Ze s prav-
depodobnostou asporii 3/4 néjdeme riesenie, ktoré v najhorsom pripade
sposobi oneskorenie 4d. Tento vysledok dosiahneme volbou ¢ = 4 v zovSe-
obecnenom kombinatorickom tvrdeni.

Uloha 10.19 Akt zaruku mézeme daf pre D na najviicie mozné oneskorenie
s pravdepodobnostou aspon 9/107 Aka je horné hranica na velkost oneskorenia
7/8 vsetkych diagondlnych stratégii s minimalnymi oneskoreniami?

10.4 Zhrnutie alebo ako sme prekabatili
protivnika

Pre mnozstvo procesov prebiehajucich v praxi si online problémy kaz-
dodennym chlebom. Obzvlast v oblasti sluzieb vSetkého druhu nie je
mozné spolahlivo predpovedat rozsah a Struktiru poziadaviek zdkazni-
kov. Servisné strediskd sa musia rozhodovat a realizovat svoje rozhodnu-
tia bez toho, aby vedeli, aké poziadavky ich v blizkej budticnosti ocaké-
vaji. V mnohych situdcidch maja riadiace centra sluzieb chabé vyhliadky
aplikovat nejaki rozhodovaciu stratégiu, ktora by za nijakych okolnosti
neviedla k neuspokojivému vyvoju.

Ulohou algoritmikov je skiimat, pre ktory druh online tloh mame moz-
nost navrhnuat online algoritmy garantujtce také dobré riesenia, ako keby
sme poznali budicnost (vSetky budice poziadavky), a pre ktoré ulohy
to nie je mozné. Aby sme vedeli analyzovat rozne situdcie, hrame hru
s dvomi hra¢mi, navrhovatelom algoritmu a jeho protivnikom, navrho-
vatelom tazkych pripadov tloh. Navrhovatel vyvinie online algoritmus
a jeho protivnik sa snazi najst pripady tlohy, na ktorych tento algorit-
mus zlyha. V hre méa protivnik zna¢nt vyhodu, pretoze pozna navrhovany
algoritmus a moze zostavit budicnost tak, aby bola pre algoritmus ne-
priazniva. Preto je aj obtazné najst skuto¢ne dobré online algoritmy.

No riadenie algoritmu pomocou nadhodnych procesov moéze byt aj v pri-
pade online algoritmov riesenim zdanlivo bezvychodiskovych situacii. Z po-
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hladu hry straca protivnik v hre proti randomizovanému algoritmu svoju
hlavnt vyhodu. Protivnik pozné sice do najmensich detailov randomi-
zovany algoritmus, ale nemoze predpovedat jeho rozhodnutia v konkrét-
nych situaciach, pretoze tieto rozhodnutia st nahodné a uskutoc¢nia sa
az v priebehu aplikovania randomizovaného algoritmu. V nasom pripade
s 2y/m + 1 stratégiami musi protivnik naraz hrat proti vSetkym 2/m + 1
stratégiam, pretoze netusi, ktora z nich bude ndhodne zvolena. A protiv-
nik nemd Sancu najst pripad tlohy, ktory by bol fazky ¢o len pre zlomok
tychto stratégii, pretoze pripady, ktoré by boli obtazné pre viacej stra-
tégii jednoducho neexistuju. To trocha pripomina futbalovy zapas medzi
dvoma muzstvami A a B. Ak hréa druzstvo A podla nejakej pevnej straté-
gie nezavisle od vyvoja zapasu a tréner muzstva B ju odhali, mo6ze svojich
hracov doviest vhodnou taktikou k tispechu. Ak ale muzstvo A hré velmi
flexibilne a s velkou mierou nevypocitatelnej hernej improvizacie (sprava
sa takmer ,nahodne“), tak je velmi tazké, aby tréner muzstva B proti
nemu nasiel nejakl vhodna stratégiu.

Z pohladu navrhu randomizovaného algoritmu moZno mat ¢asto tspech,
ak mame k dispozicii skupinu deterministickych algoritmov, ktoré pre vic-
sinu pripadov tlohy néjdu dobré rieSenia a kazdy z nich zlyh4 len pre maly
pocet pripadov tlohy. V takomto pripade stac¢i jednoducho zvolit jeden
z tychto algoritmov a pouzit ho na rieSenie daného pripadu tlohy. Ked
kazdy deterministicky algoritmus z tejto skupiny algoritmov zlyha na roz-
nych pripadoch tlohy, takto navrhnuty randomizovany algoritmus najde
s vysokou pravdepodobnostou velmi dobré riesenie.

Navody na riesenie vybranych tuloh

Uloha 10.2 Pre kazdy pripad tlohy I je

Cena(RieSenie 4 (1)) — Opty (1)
absolitny rozdiel medzi optimélnou cenou a cenou riesenia vypocitaného algo-
ritmom A. Hodnota

Cena(Riesenie4 (1)) — Opty (1)

- 100
Opty (1)

hovori, o kolko percent je vypocitané riesenie horSie ako optimalne.

Uloha 10.4 V Cache mame stranky 1,3,5 a 7. V pripade potreby odstranime
vzdy stranku s najmensim cislom. Pre tato stratégiu protivnik skonstruuje na-
sledujtci pripad tdlohy:

2,1,2,1,2,1,2,1,2, 1.
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Online stratégia odstranenia stranky s najmensim ¢islom skon¢i pre tento pripad
s rieSenim:

Zrejme je

51 , e , e ., e . e . e ., e . e . e . o

optimalne riesenie, ktoré je desatkrat lepSie ako rieSenie uvazovanej stratégie.

Uloha 10.6 Pre pripad tilohy A; = (1,2,3,4) a Ay = (3,2,1,4) poskytuje
nasledujtce rozdelenie prace:

casové jednotky | 1 2 3 4 5
A1 51 SQ 53 54
A2 53 52 Sl 54

optimalne riesenie.

Uloha 10.16 Vsetkyjch 9 prekazok lezi na siedmich uvazovanjch diagonalach
(obr. 10.14). Na Dg lezia tri prekazky, takze s SDy dosiahneme oneskorenie
do = 3. Na Dy a D_; nelezia nijaké prekazky, a teda celkové oneskorenie stra-
tégii SD; a SD_; je 1 (dy = d_1 = 1). Oneskorenie je sposobené dosiahnutim
a opustenim diagondly. Na Do a na D_s lezi po jednej prekazke, teda onesko-
renie oboch pripadov je do = d_5 = 3. Na D3 a D_3 lezi po dvoch prekazkach,
takze ds = d_3 = 3 + 2 = 5. Priemerné oneskorenie tychto sedem stratégii je

do+di+di+dy+do+ds+ds 3+1+1+3+3+5+5

3.
7 7

Uloha 10.17 Pripad problému A; = (1,2,3,4,5,6,7,8,9) a Ay = (4,5,6,
7,8,9,1,2,3) sa vyznacuje tym, ze vSetkych 6 poli¢ok diagonaly Ds obsahuje
prekazky.
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Co bolo pre nés typické?
Nemali sme strach

povedat mladym Tudom,
Ze my sme sami hlapi...

Niels Bohr

Kapitola 11

Algoritmicka optimalizacia vo fyzike
alebo ako by mohla lieé¢it homeopatia?

11.1 O doéveryhodnosti vedeckych teodrii

Tato posledné kapitola sa podstatne odlisuje od predchadzajicich. Vsetko,
¢o sme doteraz z vedy ukéazali, povazujeme za fakty. Na jednej strane
sme sa naucili, ze zakladné stavebné kamene vedy su do istej miery ve-
cou viery a dovery. Na druhej strane sme si tiez uvedomili, ze vedci vy-
budovali budovu vedy velmi starostlivo a ze vSetky tehlicky, ktoré boli
polozené na zékladné kamene, boli velmi pozorne teoreticky ako i expe-
rimentalne preskimané. Matematika, informatika a prirodné vedy dosa-
huju stale vyssiu zrelost a tym aj vyssiu stabilitu. Vdaka tomu sa tedrie
a z nich odvodené predpovede ¢oraz spolahlivejsie. No bolo by mylné sa
nazdavat, Ze celd veda je takato a Ze takou aj vzdy bola. Na relativne
pevnej pode stojime len tam, kde mame moznost robit spolahlivé experi-
menty a merania a kde mozeme opisat skuto¢nost jazykom matematiky.
Ale ako je to s pedagogikou, didaktikou, sociolégiou, ekonémiou a inymi
vedeckymi disciplinami, v ktorych sa vedci nevedia dohodnuf na obraze
reality a vytvaraji navzajom si odporujuce tedrie? Zazili sme uz velakrat,
Ze tieto discipliny od zékladov menili svoje predstavy. Robia to aj nadalej
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a mozeme ocakavaf, ze mnohé dnesné ,,pravdy® uz zajtra platit nebuda.
Neslobodno to chépat ako kritiku tychto vied. Chceme len povedat, Ze ma-
terial tychto vedeckych disciplin je taky zlozity a zakladné pojmy nie st
dostatoCne precizne a v tomto Stadiu ich vyvoja to pravdepodobne ani
ina¢ nemdze byt. Pred storo¢iami nevyzerala fyzika a ¢iastoéne ani mate-
matika ovela lepsie. Musime sa zmierit s tym, Ze rozne vedecké discipliny
sa nachadzaju v réznych stadiach vyvoja. Tam, kde chybaja pevne defi-
nované pojmy a kde nevieme z pozorovaného merat a posudzovat to, ¢o
by sme chceli, ostava prilis vela miesta na tvahy, ktoré sa javia z pohladu
matematiky a fyziky ako Spekulécie. Ale tieto Spekuldcie s potrebné,
pretoze hladanie pravdy vo vede vyzaduje tisice omylov a netspe$nych
pokusov. Exaktné vedy rusi skor skutocnost, ze humanitné discipliny
nevyuzivaju v dostatocnej miere existujiice moznosti a néastroje, ktoré
by mohli poméct spolahlivejsie overovat vyslovené hypotézy a tvrdenial.
Skusme byt konkrétni a pozrime sa na didaktiku informatiky. Predstavme
si, ze sa chceme presvedcit, ze vyucéba nejakej témy prostrednictvom istej
didaktickej metddy (napr. objektovo orientované programovanie priamo
za obrazovkou) je vhodnejsia ako vyucba inej pribuznej témy inou meté-
dou (napr. struktirované programovanie na papieri s ceruzkou a gumou).
Ako sa ale d4 posudit, ¢o je vhodnej$ie? A ¢o vobec znamené vhodnej-
sie? Uz len meranie ziskanych vedomosti a dosiahnutej kompetencie je
obtazné, ak mé vysledok ndsho merania vyustit do spolahlivej vypovede.
A uz vobec nie sme schopni merat prinos k vyvoju spdsobu uvazovania
ziakov. Predpokladajme ale, Ze sme schopni formulovat tlohy a systém
hodnotenia rieseni, ktoré nam umoznia aspon do istej miery posudzo-
vat niektoré dolezité aspekty vyucovacieho procesu. V tejto situacii sa
od nés pozaduje priprava experimentu. V idedlnom pripade potrebujeme
rozne triedy, ktorych Ziaci maja priblizne rovnaké schopnosti a vedomosti.
Naviac potrebujeme ucitelov, ktori vedia priblizne rovnako dobre porov-
navané témy vyucovat. Uz splnenie tychto predpokladov nevieme spolah-
livo overit. Napriek tomu zacneme s pokusom, pricom sa musime zmierit
s tym, Ze nemame moznost zohladnif dolezité vplyvy, akymi st atmo-
sféra v triede a pomoc rodi¢ov pri uceni sa doma. Nepochybne musime
za danych okolnosti vysledok nésho tusilia interpretovat velmi opatrne.
A zésadne sme povinni upozornit pouzivatelov nasich vysledkov na ich
relativitu. Napriek tomu, Ze vSetko je také relativne a neisté, neostava
nam ni¢ iné, pretoze za sucasnych znalosti v sic¢asnom stave vyvoja di-
daktiky spolahlivejsie vyskumné metédy neexistuji. Vdaka rozpoznanym
omylom a chybnym zaverom sa ucime ,merat“ stale presnejsie, davat si
realistickejSie ciele, experimentovat korektnejsie, obmedzovat pritom ne-

Inapriklad matematickymi metédami a modelmi
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zelany vplyv a naSe pozorovania relativizovat. Takto pracuje aspon cast
etablovanych didaktikov v matematike alebo fyzike. Bolo by nespréavne,
keby sme sa kvoli neistotdm v merani vobec nepokusili experimentovat
a keby sme tvorili tedrie len na zaklade takzvanych ,rozumnych“ uvah.
Takto by sme dochadzali k skutoénym spekulaciam a spornym zéverom,
ktoré su, zial, v dnesnej didaktike informatiky skor typickym ako mimo-

riadnym zjavom?.

Niekoho prekvapi, ze pouzivanie formalneho jazyka matematiky moze
byt prijemnejSie a spolahlivejSie napriek tomu, Ze zvlddnut tento jazyk
je velmi nérocné. Pevnd pdda exaktnych vied, akymi st matematika, fy-
zika, chémia alebo informatika, dava pocit istoty, ktory sa ned4 dosiahnut
na pode vednych disciplin, v ktorych c¢lovek musi mat obrovské skuse-
nosti, aby dokéazal rozlisit Spekulativne od zmysluplného. Tato skutoc-
nost ovplyvnila vo vi¢sine krajin vyber vyudovacich predmetov na stred-
nych §kolach. Napriek tomu hodlame v tejto kapitole opustit pevni pddu
exaktnych vied a riskovat vylet do sveta nejasnej terminolégie a mate-
maticky zatial nepostihnutelnej skutoénosti. Podas tohto vyletu sa ale
budeme stéle usilovat o to, aby citatel vedel rozliSovat medzi predpo-
kladmi, hypotézami a ich dosledkami a bol si stdle vedomy relativnosti
formulovanych vypovedi.

Nage tvahy za¢neme na pevnej pode fyziky. Budeme sa zaoberaf optima-
lizdciou krystalovej struktury kovov a nasim cielom bude matematicky
modelovat proces optimalizacie pomocou jedného algoritmu. Pritom obja-
vime, ze tento algoritmus sa d4 Gspesne vyuzif na rieSenie algoritmickych
optimaliza¢nych tloh. Prekvapi nés vSak, Ze nie sme schopni najst priamu
stvislost medzi pouzitym fyzikdlnym principom a Struktirou optimalizac-
nych tloh. Tu opustime tedriu a vydame sa cestou experimentov a ski-
senosti, ktoré mozeme len Giastoéne vysvetlit prostrednictvom exaktnych
prostriedkov. Nato definitivne opustime pevna pdédu a konfrontujeme sa
s otazkou, ¢i studovany fyzikalno-algoritmicky princip optimalizacie nie je
vyuzitelny aj na modelovanie procesu liecenia zivych bytosti. Tieto tvahy
nas povedi k pokusu definovat zdravie a chorobu v terminoldgii fyziky
a algoritmiky. Takéto definicie nAm potom umoznia nahliadnut na lie-
¢enie ako na proces algoritmického spracovania informacie. V kone¢nom
dosledku nase tusilie vyusti vo formulacii predstav o moznom pdsobeni
alternativnych liecebnych metéd ako je napriklad homeopatia.

2Nie je to len désledkom toho, ze didaktika informatiky je velmi mladé a eSte si nevyt-
vorila rozumné vyskumné standardy. Kvoli nedostatku informatikov st aj v didaktike
informatiky ¢inni ludia, ktori prisli z inych oblasti, alebo st to ¢isti pouzivatelia in-
formacnych technoldgii. Tito sa nikdy nestretli s vyskumom informatickych zakladov,
a preto si vobec neuvedomuju vSeobecnovzdelavacie hodnoty informatiky.



312 KAPITOLA 11

11.2 Algoritmicky model optimalizacie
krystalickej struktary kovov

Na zaciatok prindsame prvia prekvapujicu spravu:

Kov ,vie“, ¢im je a po cely ¢as svojej existencie sa usiluje byt
tym, ¢im je.

Ako spréavne pochopit tito vetu o takzvanej mrtvej hmote? Kovy sa ,usi-
luja® po cely ¢as svojej existencie dosiahnut a udrzat svoju optimélnu
krystalickt $truktaru, ktorou sa vyznacuju a odlisuje ich od ostatnych
prvkov. V tomto zmysle sa kazdy kov nepretrzite ,usiluje“ sam seba
optimalizovat. Optimalizovat znamend, Ze sa energia rovnomerne rozdeli
na vizby medzi jednotlivymi Casticami, a takto sa minimalizuje takzvana
volna energia. Napriek neustdlemu tsiliu moéze dojst v désledku von-
kajsich vplyvov a zafaze k takzvanej ,inave“ kovu. Pre tto tnavu sa
mozu vizby v istych castiach postupne oslabit, ¢o moze v najhorsom pri-
pade vyustit do poskodenia materidlu, napr. do zlomu. Ako méZzeme kovu
pomodct zlepsit jeho stav? Na zaklade zdkonov termodynamiky potrebuje
kovovy materidl ,hortci kiapel“. Optimalizaény proces stavu kovu pro-
strednictvom horticeho kiipela pozostava z dvoch faz:

e Prva faza

Pomocou horticeho kuipela dodame kovu zvonka energiu. Toto velké
mnozstvo volnej energie oslabi vizby a privedie kov do stavu, ktory
je do znac¢nej miery chaoticky. Z pohladu mnozstva volnej energie
je tento stav jednoznac¢ne zhorsenim predchédzajticeho stavu.

e Druha faza

Kov nechdme pomaly vychladnuf. V priebehu ochladzovania prevéazi
usilie kovu o dosiahnutie svojho optimalneho stavu. Pri dostato¢ne
pomalom ochladzovani dosiahne kov vdaka ,vlastnému usiliu“ stav,
ktory je blizky optimalnemu.

Fyzici [MRR*53] objavili nasledujici algoritmus, ktory dnes nazgvame
Metropolisov algoritmus. Tento algoritmus umoziuje verne simulovat
hore opisany optimaliza¢ny proces. Na opisanie Metropolisovho algoritmu
pouzivame oznacenie E(s) pre volnu energiu stavu s optimalizovaného
kovu. Symbolom Cp oznacujeme Boltzmannovu konstantu.
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Metropolisov algoritmus
e Vstup
Stav s kovu® s energiou F(s).
e Prva etapa
Uréi pociato¢nu teplotu 7' (v Kelvinoch) hortceho kupeTa.
e Druha etapa

Pomocou ndhodnej malej zmeny (napr. zmeny polohy jednej ¢astice)
vygeneruj z aktudlneho stavu s nejaky stav q.

Ked E(q) < E(s), tak g povazuj za novy aktualny stav.
(To znamend, ze ak je stav ¢ lepsi ako stav s, tak optimalizovany
kov prejde jednozna¢ne do nového stavu q.)

Ak E(q) > E(s), akceptuj ¢ ako novy aktualny stav kovu s pravde-
podobnostou
_E(@-E(s)
prob(s —q)=e BT
(to znamend, ostan v pévodnom stave s pravdepodobnostou
1 — prob(s — q)).

e Tretia etapa
Vhodne redukuj 7' (zniz teplotu hortceho kipela).
Ak T (v Kelvinoch) nie je blizko k 0, pokra¢uj druhou etapou.

Ak je T (v Kelvinoch) blizko k 0, ukoné¢i pracu algoritmu a daj
na vystup stav s.

Uspesna simulacia optimalizicie pomocou Metropolisovho algoritmu je
zalozend na zédkonoch termodynamiky, ktorym sa nechceme blizsie veno-
vat. Pre jeho pochopenie je podstatné nasledujice pozorovanie. Ak né-
hodne vygenerujeme lepsi stav, prejde kov vzdy do tohto lepsieho stavu.
Ak je novy stav ¢ horsi ako povodny stav s, tak napriek zhorseniu celko-
vého stavu kovu nie je vylicené, ze kov do tohto horsieho stavu prejde.
Pravdepodobnost prechodu do horsieho stavu je dand formulou zaloZenou
na fyzikalnych zdkonoch. Pravdepodobnost zhorSenia rastie s teplotou 7'
horticeho kupela a zmensuje sa s velkostou zhorSenia (E(q) — E(s)). To
znamend, ze priebehom c¢asu (chladnutim) pravdepodobnost zhorsenia
kleséa, zatial ¢o na zaciatku procesu optimalizacie je vysoka.

30Opisany stavmi a poziciami vietkych Gastic.
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Na zaklade fyzikalnych zakonov mdzeme matematicky odvodif nasledovné
skutocnosti:

(i) Pocas procesu ochladzovania sa volna energia minimalizuje a pri do-
stato¢ne dlhom ¢ase dosahuje? kov stavy blizke optimu s takmer
perfektnou krystalickou struktirou.

(ii) Pozitivna pravdepodobnost zhorSenia sti¢asného stavu (najméi na za-
¢iatku procesu optimalizacie) je nevyhnutnou stuc¢astou optimaliza-
cie. Bez nej nemozno tspesne optimalizovat.

Prvé poucenie z Metropolisovho algoritmu je, Ze zlepSenie nie je mozné
vzdy dosahovaf priamocéiaro. Aby sme dosiahli podstatné zlepSenia, mu-
sime byt ochotni akceptovat pociatoéné zhorsenia. Tato skuto¢nost nds
nesmie prekvapit, pretoze priroda je takéd vo svojej podstate. Ked renovu-
jeme dom, musime tiez najprv dost veci a casti poskodit alebo znicif. Az
potom mozeme zacat vylepSovat. A ak chceme zmenit zakoreneny poli-
ticky systém, moze jeho transformacia vyzerat ovela dramatickejsie. Revo-
lacie v dejinach Tudstva zaznamenali na zac¢iatku skoro vzdy katastrofalne
zhorSenia, a to plati dokonca aj v pripadoch, ked uskutocnované zmeny
je schopné akceptovat, Ze zaGiatok pozitivneho vyvoja mdZe byt spojeny
s nemalymi zhorseniami. Nevhodné danové systémy, nefunkcéné alebo ne-
spolahlivé zdravotnictvo ¢i neuspokojivé skolstvo sa nedaji v mnohych
krajinach vylepsit bez podstatnych zdsahov spojenych aj s istymi stra-
tami.

11.3 Optimalizacia v informatike podla
fyzikalnych zakonov

Optimalizacia pomocou Metropolisovho algoritmu prebieha podla zéko-
nov termodynamiky. M6j pokus preniest tento princip do kazdodenného
zivota a do vyvoja spolo¢nosti mozete smelo nazvat Spekulaciou. Nejde
o ni¢ iné, ako moj subjektivny pohlad na veci, ktory je postaveny na istych
anal6giach. Velkym prekvapenim je ale skutoc¢nost, Ze existuju neuveri-
telne pozitivne sktsenosti s aplikovatelnostou Metropolisovho algoritmu
v oblastiach, ktoré nemaju na prvy pohlad s termodynamikou ni¢ spo-
lo¢né. V nasledujicom chceme dokumentovat Sir§iu uplatnitelnost prin-
cipu, na ktorom je Metropolisov algoritmus zalozeny.

4Kov nemédze trvalo zotrvavat v jednom stave ani v pripade, 7e dosiahnuty stav je
optimalny. Neustala zmena je nevyhnutnou charakteristikou existencie kovu.
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Uz sme sa naucili, ¢o st to optimalizac¢né tlohy. Pre kazdy pripad prob-
lému existuje vela pripustnych rieSeni. Kazdé pripustné rieSenie méa svoju
cenu. NaSou ulohou je ndjst nejaké optimélne rieSenie, ¢o znamena rieSe-
nie s minimalnou alebo maximalnou cenou. Mnohé z tychto tloh st tazko
riesitelné, pretoZze nepozname lepsiu stratégiu, ako sa pozriet na vSetky
rieSenia a porovnaf ich ceny. Mozbyt efektivnejSia stratégia ani neexistuje.
K takymto tazkym problémom patria velké systémy linearnych rovnic a
nerovnic, ako ich pozname z piatej kapitoly. Ddlezité je, Ze nepripustame
lubovolné realne rieSenia, ale len hodnoty 0 a 1, ¢o prave robi hladanie
optimalnych rieSeni systémov rovnic a nerovnic fazkym. Rozdiel oproti
kapitole 5 je ale v tom, Ze nemusime nevyhnutne splnit vSetky rovnice a
nerovnice, ale sa usilujeme splnit ich tolko, ako sa len d4. Inymi slovami,
snazime sa minimalizovat pocet nesplnenych rovnic a nerovnic. Pozrime
sa napriklad na nasledovny systém pozostavajtci zo 7 nerovnosti a rovnic.

1+ xo+ax3+4x4 > 4 (11.1)

1 —2w9 +3x3—x4 < 2 (11.2)
T | (11.3)

1 +ax3 > 1 (11.4)

r1—x4 = 0 (11.5)

201 — w9 + 23 — x4 < 2 (11.6)
x3—x4 = 0 (11.7)

Mozné riesenia st vSetky dosadenia hodn6t 0 a 1 premennym x1, x2, X3, 4.
Napriklad vektor (1,0,1,0) oznacuje rieSenie z; = 1,29 = 0,23 = 1
a x4 = 0. Toto riesenie splita (11.3), (11.4) a nesplita (11.1), (11.2), (11.5),
(11.6) a (11.7). Takze cena rieSenia je 5, pretoze mame 5 nesplnenych pod-
mienok. Nasou tlohou je cenu rieSenia minimalizovat.

Uloha 11.1 Aké je cena rieseni (0,0,0,0),(1,1,0,0),(0,1,1,1) a (1,1,1,1)?
Néjdite spomedzi 16 pripustnych rieseni jedno optimélne.

Iny zndmy priklad fazkej optimalizac¢nej tlohy je problém obchodného
cestujtceho, znamy aj pod skratkou TSP (Traveling Salesman Problem).
V niom uvazujeme n miest, ktoré st pospajané leteckymi linkami. Z kaz-
dého mesta mozno priamo letiet do hociktorého iného. Kazda linka medzi
dvoma mestami A a B mé pevnu cenu, nezalezi na tom, ¢i letime z A do B
alebo z B do A. RieSenia st takzvané Hamiltonovské kruznice. Ha-
miltonovska kruznica sa zacina a konc¢i v tom istom meste a kazdé mesto
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navstivi prave raz. Cena takejto cesty (Hamiltonovskej kruznice) su cel-
kové naklady na letenky. Nasou tlohou je minimalizovat cenu za takuto
prepravu.

Tento problém musime ¢asto riesit v priemyselnych aplikacidch. Jedna
zo Standardnych metdd, ktord sa aplikovala na hladanie dobrého rieSe-
nia je takzvané lokalne vyhladavanie. Tato metéda sa dé jednoducho
opisat nasledujtcou schémou:

1. Pre dany pripad problému vygeneruj lubovolné rieSenie a.

2. Prostrednictvom malych lokalnych zmien aktudlneho rieSenia « hla-
daj podobné riesenie, ktoré je lepsie (méa mensiu cenu). Ak najdes
nejaké lepsie riesenie 3, vezmi ho ako nové aktualne riesenie na-
miesto .

Ked pomocou lokalnych zmien nenéjdes lepSie rieSenie ako «, ukon¢i
pracu a na vystup daj riesenie .

Aby sme tuto metédu naozaj pochopili, musime si najprv ujasnit, ¢o
rozumieme pod lokdlnymi zmenami riesenia. V pripade systému nerov-
nic moézeme povazovat za lokdlnu zmenu zmenu hodnoty jednej premen-
nej. V tomto pripade mozeme od riesenia (0101) prejst k rieseniu (0111)
zmenou hodnoty tretej premennej z 0 na 1. Ked je nejaké rieSenie dosia-
hnutelné z iného riesenia vdaka lokélnej zmene, nazyvame tieto rieSenia
susednymi, alebo priamo susedmi. Teda vzhladom na zvolent lokalnu
transforméciu s (0110) a (0010) susedia a riesenia (0000) a (1100) nie
st susedia. Metddu lokdlneho vyhladdavania mozeme v terminoldgii su-
sednosti opisat takto: Pre dané riesenie hladaj medzi jeho susedmi lepsie
rieSenie. Ak neexistuje lepsi sused, je vystupom aktualne riesenie.

Pre TSP moéZzeme definovat lokdlne zmeny a tym aj susednost nasledu-
juco. Z danej Hamiltonovskej kruznice odstranime dve spojenia (linky)
Lin(A, B) a Lin(C, D) (Obr. 11.1) a nahradime ich novymi linkami Lin(A,
C) a Lin(B, D), ako je to zndzornené na obrazku 11.1. Pévodnad Hamil-
tonovska kruznica zacinala z mesta S a navstivila medzi inymi aj mesta
A,B,C a D, presne v tomto poradi. Nova susednd Hamiltonovska kruz-
nica tieto mesta navstivi v poradi A,C, B a D.

Pre mnohé pripady problému TSP poskytuje lokalne vyhladavanie celkom
dobré riesenia, ktorych cena sa velmi nelisi od optiméalnej ceny. No exis-
tuji aj pripady TSP problému, pre ktoré lokalne vyhladévanie déva velmi
zlé rieSenie. V tychto pripadoch nemozno dosiahnut skutoéne dobré rie-
Senie len postupnostou neustéalych zlepSeni. Na dosiahnutie dobrého rie-
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obr. 11.1

Senia v takejto situacii musime v priebehu optimalizacie a najmé na jej
za¢iatku pripustit aj kroky, ktoré vedu k zhorSeniu rieSenia. Zaciatkom
80-tych rokov prigli Cerny, Kirkpatrick, Gellat a Vecchi [Cer85, KGV83]
s myslienkou zlep$it lokalne vyhladévanie v zmysle Metropolisovho al-
goritmu. Vysledny algoritmus dostal nazov ,Simulated Annealing” a bol
uspesne pouzity v tisickach aplikacii. Transformécia Metropolisovho algo-
ritmu na algoritmus na riesenie diskrétnych optimaliza¢nych tloh je velmi
jednoduchéa. V podstate sta¢i zmenit terminolégiu termodynamiky pou-
zita v Metropolisovom algoritme na nasledujice ,,synonyméa“ diskrétnej
algoritmickej optimalizacie:

Mnozina stavov systému = mnozina pripustnych rieseni

cena riesenia

energia stavu

optimalny stav optimalne riesenie

teplota kiipela = parameter programu

Touto zmenou terminoldgie dostavame metédu simulovaného zihania.

Simulované zihanie
Vstup Pripad I nejakej optimalizacnej tlohy.
1. N&jdi pre I nejaké riesenie o a nastav hodnotu parametra 7.
2. Vygeneruj nahodne suseda  rieSenia a.
3. Ak je (3 lepsi ako «, prevezmi [ ako nové aktudlne riesenie (o — f3).

V pripade, Ze 3 nie je lepsie ako «, prevezmi 3 s pravdepodobnostou
danou vzorcom z Metropolisovho algoritmu.

4. Zmensi vhodne 7.
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Ak je T este dostatoc¢ne velké, pokracuj krokom 3 s aktudlnym rie-
Senim a.

V pripade, ze je T blizko 0, ukonc¢i pracu a na vystup daj aktualne
rieSenie a.

Napriek tomu, ze algoritmické optimaliza¢né tlohy nemaji ni¢ spolo¢né
s termodynamikou, sme schopni matematicky dokazaf, Ze pri vhodnej
volbe susednosti a vhodnom nastaveni pociato¢nej hodnoty parametra
T, ako i jeho vhodnej redukcii v priebehu optimalizacie, garantuje me-
téda optimalizovaného zihania pri dostato¢ne dlhom behu dosiahnutie
optimalnych rieseni. Negativnou spravou je, ze ¢as potrebny na zarucené
dosiahnutie optima je prili§ dlhy na to, aby sme tak dlho mohli opti-
malizovat. Pravda, v praxi poskytuje tato metéda vo vicSine pripadov
dobré riesenia v rozumnom c¢ase. Preco su typické pripady tloh v praxi
v tomto zmysle Tahké, nevieme zatial teoreticky zddvodnif. No vyplyva
z toho dolezité poucenie:

Optimalizdcia ako postupnost krokov, z ktorych kazdy vedie
k zlepSeniu, je vo wicsine pripadov nefunkcnd. Ked chceme
dosiahnut podstatné zlepsenie, musime v priebehu optimalizd-
cie pripustit aj kroky veduce k docasnému zhorseniu.

11.4 Liecenie ako algoritmicka optimalizacia
zdravotného stavu

V tomto okamihu optistame pevnt pdédu matematickych pojmov a kon-
ceptov a putujeme smerom k medicine. Ako sme uz spominali, neexis-
tuje fyzikdlno-chemicky koncept (definicia pojmu zivot), ktory by nam
umoziioval rozliSovat medzi Zivou a nezivou hmotou. Nevieme dostato¢ne
presne, ¢o vlastne znamena zivot, ¢o sme. O tom, aky je zmysel nasej exis-
tencie, mozeme nanajvys diskutovat. Ked ale nevieme, ¢o je zivd hmota
a zivy organizmus, nevieme ani, co je zdravie, choroba a lieCenie. M&-
zete opit diskutovat o tom, ze isté definicie tychto pojmov sme zaviedli
a na tejto baze sme schopni relativne uspesne lie¢it chorych Tudi. Rov-
nako ako fyzici, ktori bez toho, aby vedeli, ¢o je vlastne energia, urobili
obrovsky pokrok v skiimani zakonitosti nasho sveta. Aj medicina dosiahla
so svojimi nepresnymi pojmami nemalé tspechy. Na druhej strane sme
si v prvej kapitole uvedomili, Ze zlepSenie chapania zakladnych pojmov,
a tym aj zodpovedajicich objektov vyskumu, je kltucové pre kvalitativne
skoky napredovania vedy.
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V tejto suvislosti sa pozrime na definiciu zdravia, ako ju sformulovala
svetova zdravotnicka organizacia v roku 1948:

Zdravie je stav dokonalého fyzickeho, psychického a socialneho
pocitu pohody, nielen nepritomnost choroby.

Je to naddhernd a v pravom zmysle slova huméanna definicia zdravia. Ako
zdkladny predpoklad zdravia ndm déva pravo a narok sa dobre citit a byt
spokojny. Podava stucasne aj naSu skuisenost so vznikom chordb. Nad-
merné fyzické, psychické alebo socidlne zatazenie, strach, agresivita a ne-
spokojnost patria k najdélezitej$im pri¢indm vzniku ochoreni. Napriek
svojim prednostiam ndm tato definicia velmi nepomdze, ak chceme Stu-
dovat liecenie ako prirodny proces. Nahradza totiz pojem zdravia syno-
nymom ,stav uplnej spokojnosti“. Poméaha takto pochopit, ¢o rozumieme
pod zdravim, ale nedefinuje pojem zdravia. Zjednodusena definicia pojmu
zdravie ako nepritomnost choroby vyzera na prvy pohlad azda trochu vec-
nejsie, ale iba za predpokladu, ze by sme mali dobru definiciu choroby,
ktora by sa obisla bez pojmu zdravia.

Stojime pred naroc¢nou tlohou. Bez toho, aby sme vedeli, ¢im sme a ¢o
znamend zdravie, chceme Studovaf proces lieenia. Aby sme v naSom usili
pokrodili, neostdva nam ni¢ iné, iba uchylit sa k niekolkym axiémam
a s ich pomocou definovat chybajice pojmy. Na zaciatku kapitoly sme
vyslovili pozorovanie, ze zelezo ,vie“, ¢im je. Toto ,vie“ sme interpreto-
vali ako neustalu snahu byt Zelezom (samym sebou), ¢o znamené pocas
celej svoje existencie sa usilovat o dosiahnutie svojho optimélneho stavu
(perfektnej krystalickej mriezky). A ked je nezivd hmota schopnéd neus-
tale sa snazit dosiahnuf svoj optimélny stav (a teda byt, ¢im je), niet
dovodu nepriznat tato schopnost aj zivym bytostiam. Touto tvahou sa
dostavame k nasledujucemu zakladnému konceptu axiomatickej povahy.

Clovek vo svojej podstate vie, ¢im je a pokiusa sa cely Zivot
dosiahnut svoj optimdlny stav, teda byt tym, ¢im je. Zdra-
vie cloveka je jeho optimdlny stav. Choroba je odchylkou
od tohto stavu, ktord moze byt rozne velkd. Liedenie je po-
stupnost stavov cloveka, ktord sa zacina v stave vzdialenom
od optima a konci sa v stave blizkom optimdlnemu.

Co tato definicia poskytuje a ¢o nam v nej chyba? Vytratilo sa z nej hu-
manne posolstvo, ze pre nase zdravie je doélezity stav psychickej pohody
a socialnej spokojnosti. V nasej definicii sa vobec nepokusame povedat,
¢o je zdravie nejakej bytosti. Predpokladame len existenciu optiméalneho
stavu kazdého organizmu a verime v existenciu neznamej fyzikalnej defini-
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cie optimality. Definicia navrhuje nazeraf na proces lieenia ako na proces
optimalizécie. Co nam to dava? Predovsetkym analégiu k optimaliza¢nym
procesom vo fyzike a informatike a na idealnej irovni zdéraznenie tlohy
vnutornych sil organizmu, ktoré sa neustdle snazia optimalizovat jeho
(zdravotny) stav. Takdto predstava nepretrzitého usilia nejakej bytosti
o dosiahnutie svojho optimalneho stavu nie je zaloZzena len na analdgii
s ,nezivou“ hmotou kovov. Redlnost tejto predstavy potvrdzuja tisic-
ro¢iami nadobudnuté skusenosti s liefenim a nespochybnitelnéd aktivita
nasho imunitného systému.

Ako ndm pomaéha tato predstava? Po prvé uz pri hladani lie¢ebnych me-
téd. Mnohé odvetvia mediciny sa do znac¢nej miery vyvinuli a dosiahli
nemalé Gspechy na principe lokalneho osetrenia. Zdravotné problémy mo-
zeme riesit napriklad cielenymi chirurgickymi zdkrokmi alebo pomocou
chemickych preparatov. I ked tymto metédam vdacime za obrovské tuspe-
chy v lieceni, nepochybujeme o tom, ze kazdy lekarsky zakrok méa glo-
balne vedlajsie uc¢inky, ktorych désledky nemozno v plnej miere odhadnit.
Veéné hladanie vratkej rovnovahy medzi prevahou prospesnosti a preva-
hou skodlivosti zasahu dava lekdrom pri rozhodnutiach o vhodnosti kon-
krétnych lie¢ebnych postupov poriadne zabrat. Kazda, i ked malé operé-
cia, mé svoje rizikd a napriklad aj antibiotikd by sa mali uzivat opatrne
len vo velmi vaznych pripadoch. Naga otézka je: Méze liecenie prebie-
hat aj inak? Mozete sa pytat: Ako inak? Odpovedéame takto: Ked presne
nevieme, ¢o v organizme spdsobime a vyvedieme z rovnovahy aplikaciou
medicinskych postupov a liekov, vynéra sa otazka, ¢i by sme nemohli ria-
denie lie¢ebného postupu ponechat samotnému organizmu, lepSie pove-
dané jeho vnutornej sile? Tato vnutorna sila vie najlepsie, ¢o sme a mdze
viest organizmus k jeho optimalnemu stavu. Znie to sice pekne, ale zrejme
to tak jednoducho nefunguje. Keby to fungovalo, boli by sme stale zdravi
a nepotrebovali by sme vdébec lekarsku pomoc. Nasa vizionarska mys-
lienka je trochu ina. Hladajme moznosti ako povzbudit nas$ organizmus
k intenzivnej$ej snahe optimalizovat jeho stcasny stav. Zelezo sa moze
pre silni vonkajsiu zataz zlomit i napriek neustale prebiehajtcej optima-
lizacii. Preto pouzivame na dosiahnutie stavu, v ktorom sa lahSie presadi
vnutorné podstata Zeleza horuci kiipel. Ako moZzeme oznamit telu, Ze v is-
tom stave by sa malo viac usilovat? Ak pripustime dalsi predpoklad,
ze riadiaci mechanizmus organizmu je vo svojej podstate informacénym
procesom, pomocou prenosu informécie sa moézeme pokusit zicastnit sa
na jeho riadeni. Samozrejme, vidime aj podstatny rozdiel medzi kovmi
a zivymi bytostami. Pre nas neznamy opis optimalneho stavu zlozitého
organizmu je urcite neporovnatelne zlozitejsi, ak je vobec moznd jeho
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reprezenticia. Namiesto jedného parametra (volnej energie) pri kove u zi-
vého organizmu mozeme optimalizovat mnoZstvo rozliénych parametrov,
ktoré mozno ani nedokdzeme naraz oslovit.

Poktisme sa zrekapitulovat nasu myslienku. Nevieme, ako vyzerd opti-
malny stav ¢loveka, a teda nevieme ani, ¢o je zdravie. Tusime ale, Ze zivé
bytosti v sebe nest tato informéciu a ze existuju mechanizmy, ktoré sa
snazia korigovat stav organizmu k optimalite. M4 teda zmysel povzbudit
(inicializovat) tieto mechanizmy k aktivnejsiemu usiliu? Ako? Skasanim
a zbieranim skusenosti, ¢o je tak ¢i onak hlavnid metdda medicinskeho
vyskumu.

Mne osobne tato myslienka neprisla na um vdaka vedomostiam o Metro-
polisovom algoritme a jeho tspesnych aplikacidch. Pred viac ako 12 rokmi
som sa po prvy raz stretol s homeopatiou. Sprvu som reagoval odmietavo,
pretoze jej opodstatnenia boli naivné. Az neskér som urobil to, ¢o sa
ocakava od kazdého solidneho vedca. Namiesto nezmyselnych $pekulacii
pre a proti som zadal skusat, experimentovat. A to, ¢o som videl a zazil
v nasledujicich rokoch, ma presvedéilo. Mal som moznost zhovarat sa
aj s viacerymi tspesnymi zndmymi osobnostami® tejto alternativnej me-
diciny. Ich sktsenosti so statisicami pacientov potvrdili, Ze najcastejSou
reakciou na pouzitie homeopatickych prostriedkov je prechodné zhorsenie
stavu a ze prave toto prechodné zhorsenie stavu je potvrdenim spravnej
volby homeopatického prostriedku. Prave tato skutoc¢nost velmi pripo-
mina proces optimalizacie simulovanym zihanim.

Je ale na Case zasviitit citatela, ktory s homeopatiou nemé nijaké skise-
nosti, do tejto alternativnej lieCebnej metédy. Objavil ju pred vyse 200
rokmi nemecky lekdr Hahnemann, ktorého trapilo mnozstvo réznych ne-
gativnych vedlaj$ich U¢inkov liekov. Polozil si otdzku, ¢ st takto spo-
sobené $kody na ludskom organizme naozaj nevyhnutnym sprievodnym
javom lie¢ebného procesu. Jeho prvy pokus o zmiernenie vedlajsich Géin-
kov lie¢ebnych preparatov viedol k ich riedeniu. Zial, so stupiiom riedenia
klesali nielen vedlajsie t¢inky, ale i i¢innost liekov. Pri tychto pokusoch
objavil jednu zvlastnu metddu riedenia a nikto netusi, ako na nu prisiel.
Zriedil liek v pomere 1 : 100 s vodou, potom zmes desatkrat intenzivne
pretrepal. Po 30 opakovaniach tejto procediry dostaneme takzvant po-
tenciu C30 pévodného prostriedku. Z kombinatoriky uz vieme vypocitat,
ze vzniknuty homeopaticky prostriedok potencie C30 obsahuje len zlomok
velkosti ﬁ povodného lieku. Ked za¢neme riedenie s 10?! molekulami
lieku, neobsahuje C30 potencia prakticky ziadnu molekulu pévodnej latky.

®Napriklad s drzitelom alternativnej Nobelovej ceny panom Vithoulkasom.
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Tato kombinatoricka tivaha je najcastejsi ale aj najnaivnejsi argument od-
porcov homeopatie, ktori ju obvinuji z nevedeckosti. V tejto knihe sme
sa ale naucili, Ze slovo ,nemozné“ by sme nemali len tak Tahko vyslo-
vif. Samozrejme, Ze homeopatické prostriedky nemozu pracovat na tej
istej chemickej baze ako bezné lieky. Ale to je to, o ¢o sa Hahnemann
vlastne usiloval. Zostava teda nasledujica otézka: Ako u¢inkuji homeopa-
tické lieky? Na tto otdzku nepozname uspokojivi odpoved. Ja pokladam
za mozné, ze ide o Cisty prenos informacie. Existuju vyskumy v struk-
tarach, ktoré mézu vytvarat molekuly vody. Réznorodost kombinéacii je
také velkd, Ze v pohéri vody mozno zapaméitat viac informécii ako v pa-
maétiach vSetkych pocitacov na zemeguli. Existuje hypotéza o schopnosti
vody zapamétat si prostrednictvom Struktir medzi jej molekulami infor-
macie o latkach s ktorymi sa dostala do kontaktu. Pretriasanie by malo
proces zapamétavania obzvlast zintenzivnif a viest k tomu, Ze vytvorené
struktary vykazujua vysoku stabilitu.

V stcasnom Stadiu vyvoja vedy nie sme schopni poskytnit na fyzikalno-
chemickej tirovni dokazy v prospech alebo neprospech homeopatie. Toto
zvladneme aj pre klasické lieky len zriedkavo a ciasto¢ne. Zostava nam
len moznost experimentovat. Typickymi experimentmi v medicine je po-
rovnavanie ucinkov lieku s takzvanym placebom. Pacienti st ndhodnym
sposobom rozdeleni do dvoch rovnako velkych skupin. Jedna skupina do-
stane skimany liek, druha ¢isty cukor, nazyvany placebo. Pacienti o tom
ale nie st informovani. Po uskuto¢neni pokusu porovname ucinok lieku
so stupnom tucinku placeba. Napriklad pri skimani jedného konkrétneho
antidepresiva dosiahol tento liek t¢innost 43% (pomohlo 43 pacientom
zo 100), pricom placebo pomohlo 30% pacientov. Prekvapila vas vysoka
ucéinnost placeba? Zrejme uz len informécia, Ze sa niekto zaoberd lie-
denim pacienta, moze sposobit zizraky. Pozname mnozstvo lekarskych
sprav, ktoré dokumentuji spontanne vylieéenie fazkych choréb ako rako-
vina len vdaka placebo efektu. Zial, nepoznam nijaké uspokojivé rozsiahle
porovnavacie Studie medzi homeopatickymi prostriedkami a placebom.
Poznédme aspon dva dévody, preco je to tak. Homeopatia je sice Siroko
praktizovana, ale chybaju vedecké institucie, ktoré by sa bez predsudkov
tejto problematike profesionalne venovali. Po druhé porovnavacie experi-
menty s placebom nie st v pripade homeopatie az také jednoduché, pre-
toze samotnd choroba neurcuje vhodny homeopaticky prostriedok. Na ur-
¢enie vhodnej homeopatie musime najprv urcit aj typ pacienta a v hre s
stovky roznych typov tejto klasifikdcie. Volba vhodného homeopatického
prostriedku je zalozena na sktsenostiach a intuicii a homeopaticky lekar
¢asto potrebuje niekolko pokusov na najdenie toho vhodného. Vzhladom
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na tazkosti, ktoré sme uviedli, sa uz vobec nebudeme zaoberat otdzkami
do akej miery sme schopni merat pri roznych chorobéch zlepSenie zdra-
votného stavu.

NavyS$e podla niektorych predstév optimalizuje homeopaticky prostriedok
len isté parametre zdravotného stavu. Pri tazkych chronickych chorobach
je preto nevyhnutné podavat v urc¢itom poradi viacero homeopatickych
prostriedkov pocas dlhsieho obdobia.

Co ostava povedat na konci kapitoly, aby sa to hodilo aj na zaver knihy?
Vedci v zédkladnom vyskume zazili vzdy vela dobrodruZstiev a ti dnesni
nie st a nebuda vynimkami. Pionierské ¢asy nie st len za nami, ale aj pred
nami. Ci v kryptoldgii, v poé¢itani s vyuzitim nahody, DNA, kvantovych
vypoctoch alebo lieGeni pomocou ,predpisania®“ informacnych sprav or-
ganizmu. Uréite eSte mozeme zaZif zazraky, ktoré uveda vedcov do izasu
a ako sprievodny vedlajsi G¢inok prispeju nemeratelnym spésobom k zvy-
Seniu kvality nasho zivota.






Névum je najprv vysmievané, potom popierané,
az nakoniec sa berie ako samozrejmost.
Emil Filla

1. Doslov

Informatika a vSeobecné vzdelanie

Dnes st pocitace rozsirené v domacnostiach podobne ako telefén ¢i televi-
zor. Vyrazy ako PC, internet, e-mail, alebo www patria medzi najhojnej-
Sie pouzivané slovicka v stcasnej informacnej spolo¢nosti. Ale schopnost
uspesne pouzivat pocitac alebo surfovat po internete este z nikoho nespra-
vilo informatika, rovnako ako riadenia motorového vozidla z nikoho neuro-
bilo strojara, alebo pouzivanie pristrojov v doméacnosti z nikoho neurobilo
fyzika. Napriek tomu sa vyucovanie informatiky na skolach prilis zaobera
sprostredkovanim vedomosti s kratkou zivotnostou, napriklad o réznych
softvérovych produktoch a ich pouzivani. Ako by vyzeralo vyucovanie fy-
ziky, keby sme sa namiesto ucenia fyzikalnych zakonov zaoberali ovlada-
nim pristrojov a zariadeni, ktorych funk¢nost je zaloZena na principoch
fyziky? V mnohych krajinich sa vdaka tendencidam uéif ,lacnt“ infor-
matiku povazuje na Skolach informatika za povrchny a nudny predmet,
vhodny nanajvys pre par hackerov alebo ako nahrada pisacieho stroja
pri vytvarani dokumentov. V niektorych krajindch ju vdaka tomu vyla-
¢ili z osnov stredoskolskej vyucby aj preto, Ze jej naro¢nost v porovnani
s inymi predmetmi bola taka nizka, ze pre skoly bola maturitna skaska
z informatiky pod droviiou, pod ktort by ucéitelia boli ochotni ist. Preto
bolo cielom tejto knizky, a je aj cielom tohto doslovu, upozornit na skutoc-
nost, ze informatika ako vedna disciplina mé netrividlnu hibku a prinisa
poznanie, ktoré meni n4s pohlad na svet a stava sa sucastou nasho kulttr-
neho a duchovného bohatstva. Ak chceme ucit informatiku ako predmet
na strednych gkoldch, musime najprv pochopit jej prinos na trovni hl-
bokych myslienok, pojmotvorby, odhalenych zakonitosti spracovania in-
formécii a nie na urovni kazdodennych aplikacii akym je telefonovanie
mobilnymi telefénmi. Len a len z tejto irovne mozeme odvinuf stredo-
skolské plany vyucby, ktoré by z informatiky spravili predmet s vaznostou
porovnatelnou s matematikou a prirodnymi vedami.
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Tak ako napriklad fyzika alebo bioldgia odvija svoje poslanie v skolach
od podstaty svojej discipliny a ich cielov, potrebujeme sa najprv zamysliet
nad otdzkou: Co je informatika? Najcastejsie nachadzame nasledujtcu
definiciu:

wInformatika je veda o algoritmickom spracovant, reprezentd-
cit, zapamdtdvani a prenose informdcit.

Aj ked tato zvycajne akceptovana definicia informatiky predstavuje algo-
ritmy a informaciu ako hlavné objekty vyskumu v informatike, nehovori
vela o podstate informatiky a jej metédach. Pre pochopenie podstaty
informatiky je ovela doélezitejSia nasledujica otazka:

,Ku ktorym vedam mozno priradit informatiku? Je metavedou
ako filozofia alebo matematika, humanitnd veda, prirodnd veda
alebo technickad veda?

Odpoved na tuto otdzku objastiuje nielen objekt skiimania, ale poméha
opisat aj jej metédy a prinos. Odpovedou je, Ze informatika sa neda jed-
noznacne priradit do nijakej z uvedenych kategdrii vedeckych disciplin.
Informatika v sebe integruje aspekty metavedy, prirodnej vedy a aj tech-
nickej vedy. Skuisime to podrobnejsie zdévodnit v nasledujicom texte.

Tak ako filozofia a matematika, Studuje informatika vSeobecné kategorie
ako si:

determinovanost, nedeterminovanost, ndhoda, vijpocet, infor-
mdcia, pravda, jazyk, zloZitost, dokaz, vedomosti, komunikd-
cia, aprorimdcia, algoritmus, simuldcia, atd.

a prispieva k hlbsiemu chapaniu ich vyznamu. Viacerym z tychto kategorii
dala informatika novy obsah a vyznam.

Ako prirodna veda studuje informatika, na rozdiel od filozofie a matemati-
ky, konkrétne existujiice objekty a procesy, urc¢uje hranicu medzi moznym
a nemoznym a skima kvantitativne zadkony procesov spracovania infor-
macii. Prirodné vedy modeluju realitu, svoje modely analyzuju a overuju
ich spolahlivost pomocou experimentov. V8etky tieto aspekty prirodnych
vied nachadzame aj v informatike. Objekty st informacie vo forme dat
a algoritmy (programy, pocitace) a Studované procesy su fyzikalne existu-
juce procesy spracovania informaécii. Skisme to dokumentovat na vyvoji
informatiky. Historicky prva otazka informatiky bola nasledujica otazka
filozofického vyznamu:

Existuju dobre definované ulohy, ktoré memozno automaticky
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(pomocou pocitaca, nezdvisle od vgkonosti dnesngch, ¢i budi-

cich pocitacov) riesit?
Usilie zodpovedaf ttto otazku viedlo k oddeleniu informatiky ako sa-
mostatnej vednej discipliny. Odpoved na tato otézku je kladnd a dnes
pozname mnozstvo praktickych tloh, ktoré by sme radi vedeli riesit auto-
maticky pomocou algoritmov, ktoré nie st ale algoritmicky riesitenéb. Uz
vieme, Ze to nie je len preto, Ze nik doteraz nenasiel algoritmus na ich rie-
Senie. Podstatné je, Ze vieme matematicky dokézat neexistenciu takychto
algoritmov.

Po klasifikacii tloh na algoritmicky riesitelné a algoritmicky neriesitelné
sa ustrednou otazkou informatiky stava nasledujica prirodovedné otazka:
,Aké tazké su konkrétne algoritmické tilohy?¢

Obtaznost tlohy ale nemeriame intelektualnou obtfaznostou najdenia al-
goritmu na jej rieSenie. Obtaznost tlohy sa meria mnozstvom nevyhnutne;j
a postacujucej pocitacovej prace potrebnej na jej algoritmické riesenie. In-
formatici objavili, Ze existuju lubovolne tazké tlohy, dokonca také tazké,
Ze na ich riesenie by nestacila ani cela energia vesmiru. Takze vieme,
Ze existencia algoritmu pre dand tlohu este nezarucuje jej automatizova-
telnost v praxi.

Usilie rozdelit tlohy na prakticky riesitelné a prakticky neriesitelné
viedlo a este stale vedie k najfascinujicejsim objavom informatiky.

Z knizky mozeme spomennt efekty, ked mald zmena v poziadavkach na rie-
Senie tlohy sposobila skok z fyzikdlne nerealizovatelného mnozstva préace
na niekolkosekundoviu zalezitost na beznom PC. Najlepsie sme to videli
na randomizovanych algoritmoch, kde sme sa vzdali hypoteticky 100%
zéruky korektnosti deterministickych algoritmov a navrhli sme randomi-
zované algoritmy, ktoré exponencialne redukovali zlozitost. Pritom prav-
depodobnost chyby tychto algoritmov je mensia ako 1 k veku vesmiru
v sekundéch, a teda z praktického hladiska nielen akceptovatelnd, ale aj
mensia ako pravdepodobnost hardvérovej chyby v priebehu vypoctu 100%
spolahlivého deterministického algoritmu.

Vdaka takymto kvantitativinym skokom dokéze informatika zazraky, po-
mocou ktorych modzeme necakane riesit zdanlivo bezvychodiskové situdcie.
Vplyv tychto divov na prax je neuveritelny. Napriklad vysledky o kvali-
tativnych zékonitostiach vypoétov (vypoctovej zlozitosti) viedli k novej
definicii bezpecnosti v kryptografii a cez nu k modernym kryptosysté-
mom s verejnym klic¢om (public-key), bez ktorych si nevieme dnes vobec

5Pozri 4. kapitolu.
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predstavit e-komerciu alebo online banking. Je vobec ospravedlnitelné
vyucovat kompetencie nardbania so Specifickymi softvérovymi systémami
namiesto kreativnych, hlbokyjch myslienok, ktoré boli naozaj tym, ¢o zme-
nilo dnesny svet?

Napriek uvedenym prirodovednym aspektom informatiky je informatika
pre vicsinu absolventov studia inzinierskou disciplinou, ktora obsahuje
aspekty technickych vied, ako su:

organizacia procesu vyvoja, modelovanie, opis, formulovanie
cielov, testovanie, kontrola kvality, kompatabilita s existuji-
cimi systémami, atd.

K tomu patria aj manazérske aspekty ako su

organizacia timov a riadenia projektu, odhad ceny, planova-
nie, produktivita, odhad casovych ramcov a terminov, marke-
ting, wzatvdranie zmluv, atd.

Ako komplexné st tieto tlohy si mézeme uvedomit, ked uvazime, ze mnohé
softvérové produkty si zostavené z miliénov pocitacovych prikazov a boli
vyvijané a vylepSované mnozstvom Specialistov poc¢as mnohych rokov.
Ak tieto programy neboli systematicky vyvijané a dokumentované, nie je
prakticky mozné overif ich spravne fungovanie, hladat v nich chyby, alebo
ich dopliiat o nové funkcie. Pri takejto praktickej zlozitosti realnych sys-
témov nemozno s matematickou presnostou vSetko modelovat a predpo-
vedat. Dosledkom ¢oho sa vela pragmatickych rozhodnuti uskutocéni len
na zaklade intuicie a skiisenosti tvorcov. Nezd4 sa vam teraz stadium in-
formatiky dostatoéne tazké? Zvladnut netrividlnu matematiku pri rieSeni
uloh a umenie budovat pragmaticky komplexné systémy spaja dva velmi
odlisné spésoby myslenia. Na jednej strane je to analyticky matematicko-
prirodovedny spdsob myslenia a na druhej strane presne nesformalizované
postupy technickych vied s mnozstvom improvizacie zalozenej na skiise-
nostiach. Ale prave spojenie tychto dvoch jazykov a spdsobov myslenia
v jednom studijnom odbore je tym, co dava tomuto Stadiu najvacsiu per-
spektivu.

Vréafme sa k otézke, ¢o a ako vyucovat v predmete informatika na stred-
nych skolach. Vzdajme sa pristupu od ,farebnych aplikacii k nejakym
vedomostiam“ o tom, ako prislusné softvérové produkty pracuju a ako
ich pouzivat. Objav parnej lokomotivy bol tiez fascinujici a vyucovanie
fyziky nezac¢iname tym, Ze sa uc¢ime ovladat riadit lokomotivu. Dnes s
najrozlicnejsie aplikacie na obrazovke tak bezné, Ze nevyvolavaju nijaké
nadsenie. Zato nasa dlhoro¢né prax vyucovania na strednych skolach stale



329

potvrdzuje, Ze mladych Iudi mozno nadchnit prave sprostredkovanim ve-
domosti, znovuobjavovanim a objasnovanim zékonitosti a ucenim sa ich
inteligentne vyuzivat na rieSenie nelahkych tloh.

Ako zacat? Tak ako matematika nemoze zacat s osliiujicimi ideami ale
naopak s jednoduchym podcitanim, musi si aj informatika zvolit zodpo-
vedajuci zaciatok. Zakladnou schopnostou informatika v tomto zmysle je
vediet programovat. Nie v zmysle syntaktického ovladania nejakého prog-
ramovacieho jazyka, ale v zmysle schopnosti riesit malé tlohy pomocou
programov na pocitaci. U¢if sa programovat v sebe zahiiia ovela viac ako
si mnohi uvedomuji. Programovanim sa u¢ime komunikovat s technikou.
A to s technikou bez inteligencie a tym aj bez schopnosti improvizovat.
To nas nti komunikovat tak, aby sme boli bezpochyb spravne pochopeni.
Musime byt schopni opisat ¢innosti tak jednoznacne, Ze neostane priestor
na nezelant chybni interpretaciu. Uz této skuto¢nost obohacuje schop-
nost vyjadrovat sa v zmysle extrémnej presnosti a rozvija zodpovedajuci
sposob myslenia. Dalgim, nie pre kazdého ocividnym, prinosom je budo-
vanie mostov medzi matematickym myslenim a inzinierskym pristupom.
Opis a analyza tlohy, hladanie algoritmu na jej rieSenie je silne spojené
so schopnostou matematického analytického myslenia a tieZ s pouzivanim
presného jazyka matematiky na opis tlohy a cesty na jej riesenie. Samotné
programovanie a testovanie navrhnutého algoritmu je do znacnej miery
inzinierska préaca. Hladanie chyb a moznych vylepseni programu vzhla-
dom na rozne parametre zaberie zvycajne niekolkondsobne viac ¢asu, ako
vyhotovenie prvého prototypu. Programovanie prinasa radost zo samos-
tatného absolvovania cesty od zadania, az k pozadovanému cielu. Ucitela
stavia skor do tlohy pomocnika ako kritika, pretoze Ziaci si mozu overo-
vat spravnost svojich programov samostatne, testovanim na skuto¢nych
udajoch a programy korigovat az do vytvorenia pozadovaného produktu.
Vyucovanim programovania sprostredkujeme aj moduldrnu metédu né-
vrhu zlozitych technickych systémov. Pri komplexnejsich tlohach vytvo-
rime najprv programy pre malé ¢iasto¢né tlohy a overime ich korektnost.
Tieto programy pouzijeme ako moduly, z ktorych skladame postupne zlo-
zitejsie a zlozitejSie moduly.

Uz pri vyucbe programovania zac¢iname s pojmotvorbou. Uc¢ime sa, ¢o
je program, udaje. U¢ime sa, ako pracuje pocitac, ako s reprezentované
a uloZzené udaje v pocitaci. Na tomto zdklade dalej mdézeme budovat Spe-
cifikovanim dalgich kltéovych pojmov a $pecifikovanim zékladnych kon-
ceptov. Ako sa to da realizovat, sme nacrtli v tejto knihe. Pritom nie je
az také dolezité, ktoré oblasti informatiky, ako st databéazy, kryptografia,
vizualizacia, navrh obvodov alebo automatov, algoritmika, komunikac¢né
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siete, numerické algoritmy vo vedeckych vypoctoch alebo iné si zvolime.
Dolezité je, aby sme boli schopni sprostredkovat zakladné koncepty ako
algoritmus, vypoctova zlozitost, logika a korektnd argumentécia, verifika-
cia a testovanie, moduldrny navrh systémov, simuldcie, rekurzia, atd.

Zavedenie informatiky do vyucovania na strednych skolach nie je len prob-
lematickd tloha, ale v prvom rade Sanca. Je to Sanca priniest do vse-
obecného vzdelania paradigmy sveta procesov spracovania informécii.
Je to Sanca zatraktivnit matematiku, jej inStrumentalizovanie pri rieSeni
praktickych tloh. Je to Sanca postavit mosty k technickym vedam a pri-
blizif inZiniersky sposob prace ziakom na strednych skolach. A je to San-
ca vykroc¢it smerom k dlho proklamovanej interdisciplinarnosti, ktoré sa
v informatike realizuje prirodzenym spdsobom.



Veda, ktora by bola vybudovana len za praktickym tce-
lom, nie je moZnd. Pravdy st uZitocné len vtedy, ked st
navzajom poprepajané. Ak hlad4s len tie pravdy, z kto-
rych sa daji ocakavat priame doésledky pre prax, stra-
caju sa vizby medzi ohnivkami refazce a refaz sa roz-
trhne.

Jules Henri Poincaré

2. Doslov

Je zakladny vyskum luxusom alebo existen¢nou
nevyhnutnostou?

Moéze si, resp. mé si nejaka krajina dovolit investovat do zdkladného vy-
skumu? St drzitelia Nobelovych a inych vedeckych cien zbytoénym luxu-
som? Nestaci nam aplikovany vyskum na zabezpecenie dlhodobého blaho-
bytu a pokroku? Co sa stane, ak sa vzddme zakladného vyskumu? M4 byt
mierou investovania do vyskumu odhad prinosu predaja vyvinutych pro-
duktov na medzinarodnom trhu?

Pocas svojho pdsobenia na réznych univerzitach som sa stretaval s tymito
otazkami velmi Casto. Zial prave z politickych a manazerskych kruhov
pochadzali kratkozraké odpovede a hltpe rozhodnutia. Volanie po takz-
vanom ekonomickom planovani vedy, ktord spociva vo vycisleni a vy-
zadovani ekonomického prinosu vlozenych investicii do vedy v priebehu
par rokov, patri do kategérii velmi obmedzeného chapania tlohy vedy
v spolo¢nosti a jej prinosu pre jej blahobyt. Populistické otazky, ¢i za-
kladny vyskum vobec prispieva k rastu alebo udrzaniu zivotnej tirovne
a ¢i to vobec je zmysluplné vyuzitie penazi danovych poplatnikov a vo-
lanie po merani uzito¢nosti vedy ekonomickym ziskom, nedokézem lepSie
komentovat ako slovami Louisa Pasteura: ,Nesfastnici st ti, ktorym je
vSetko jasné“.

Najprv si musime uvedomit, Ze neexistuje jasnd hranica medzi apliko-
vanym a zakladnym vyskumom. Aby sme ale vobec tato problematiku
dokéazali pochopit, musime sa najprv zaoberat tilohou vedy v dnesnej tzv.
znalostnej spolo¢nosti a v dejindch Iudstva. Polozme si najprv otdzku:
Co je aplikovany vyskum a ¢o je teoreticky zakladny vyskum a nachéa-
dzaji sa tieto oblasti vobec vo vzajomnej konkurencii? Stcasny vyvoj



332 DOSLOV 2

ukazuje, ze mame coraz vacsi pocet vyskumnych projektov, ktoré sa ne-
daju jednoznacne zaradit len do jednej z tychto kategdrii. Vyskum génov
¢i konstrukcia kvantového pocitaca patria do zakladného vyskumu, a jed-
nako maju prakticky okamzité komeréné uplatnenia. Existuje vela prikla-
dov z kryptoldgie, spolahlivej komunikacie, automatického rozpoznévania
reci, logistiky a optimalizacie riadenia pracovnych procesov, navrhu sieti
atd., v ktorych objavy teoretického vyskumu zakratko celkom zmenili
prax. Tu niet jasnej hranice medzi zakladnym a aplikovanym vyskumom.

No zda sa, Ze autori navrhov Setrenia na luxuse zdkladného vyskumu
vedia, v ¢om vizi rozdiel medzi zédkladnym a aplikovanym vyskumom.
Aplikovany vyskum je ten, v ktorom moézeme uz pocas planovania vycis-
lit ekonomicky prinos. Ak sa to d4, musime si polozit otazku, ¢i v takomto
pripade vébec ide o vyskum. Posudzoval som mnozstvo takto napldnova-
nych projektov a vSetky mali jedno spolo¢né. V skutoc¢nosti ich nebolo
treba. Firmy mohli hravo dosiahnuf vytycené ciele zamestnanim absol-
ventov univerzit s patricnym know-how. A to je jadro nasho problému.
To, ¢o sa v procese riadenia casto deklaruje ako aplikovany vyskum, je
iba rutinné uplatnenie znalosti, pri ktorom nevznika ni¢ pévodné, nijaké
nové poznatky.

Rast vedomosti je najdolezitejsim predpokladom dlhodobého pokroku.
Kto predvidal pred 25 rokmi éru internetovej komunikécie a internetu,
e-komercie a online bankingu, ktoré tak vyrazne zmenili celt spolo¢nost,
zefektivnili mnoZstvo jej procesov a prispeli k fazko vy¢islitelnému rastu
zivotnej trovne? Kto pred 25 rokmi tusil, Zze komunika¢na technika sa
stane doélezitym odvetvim priemyslu? Mohol vtedy vébec niekto odhado-
vat finanéni a ekonomickt prosperitu vtedajsieho vyskumu? Veda, ktora
toto umoznila, spocivala v prvom rade na zakladnom vyskume fyzikalnej
povahy pri objavovani novych materidlov pre komunikacné technolégie
a v matematike a informatike pri vyvine efektivnych a spolahlivych algo-
ritmov. Len velmi mélo Tudi mé predstavu, aké hlboké poznatky a objavy
tychto vednych disciplin boli nevyhnutné na vyvin sti¢asného komunikac-
ného luxusu. Nijaké zmeny vedtice k zvySeniu blahobytu spolo¢nosti nie st
mozné bez predchadzajicej akumulécie poznatkov. Iba konzumovat si-
¢asné poznatky moze prindsat zisky len velmi kratkodobo. Bez nepredpo-
vedatelného generovania novych poznatkov niet zivotného napredovania
ani blahobytu.

Slovicko blahobyt nie je v tejto suvislosti zvolené prave $tastne. Niektori
politici a ekonémovia sa ndm usiluju nahovorit, Ze blahobyt je najdéle-
zitejsi ciel spolo¢nosti. Tento populisticky nézor je prirodzene oblubeny,
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pretoZe sa tyka kazdého a kazdy sa chce mat lepSie. Ale argumentovat
len z pozicie sic¢asného blahobytu je rovnako nebezpecné, ako ked niekto
v dobe kamennej odporucal, kazdy detl sa ¢o najlepsie najest a neodkla-
dat zdsoby na zimu. Tento sposob uvazovania nepamiitd na to, Ze v zime
mozno zomriet od hladu. Ak sa nazdavame, Ze tieto problémy patria mi-
nulosti, odpovedam vam, Ze sa na svet pozerate cez ruzové okuliare.

Z mojho pohladu bezime stéale s ¢asom o preteky a rozhoduje sa o exis-
tencii Tudstva. NaSa zemegula nam dozi¢ila 10 000 rokov mimoriadne
priaznivych klimatickych podmienok, ktorym v znaénej miere vdacime za
dynamicky vyvin nasej civilizacie. Nemame ale ani potuchy, ¢o vsetko nas
eSte Caké. Ked pridu éasy plné problémov nezndmych rozmerov, nebude
rozhodujuce, ¢i zijeme v blahobyte alebo nie, ale ¢i sme dospeli do stadia
vyvoja, v ktorom by sme boli schopni tieto problémy zvladnut. To moze
byt naozaj existencénd otézka. Spomeiite si na obrovskt vlnu tsunami pred
par rokmi, ktora stala zivot desaftisice ITudi. Stav naSich poznatkov ne-
bude rozhodovat len o tom, ¢i sme schopni s dostatoénym predstihom dal-
Siu takdto tsunami predpovedat, ale ¢i sme schopni v dostato¢nej miere
zabranit skodam, ktoré by mohla spdsobit. Preto je neospravedlnitelne
riskantné sustredit sa v ¢asoch hojnosti a nadbytku na udrzovanie a bu-
dovanie blahobytu namiesto investicii do dalsieho vyvinu.

Transformacia vedomosti do prakticky uzitoénych technoldgii je jedna
z délezitych mier pokroku. Potrebné vedomosti vznikaji priznacne vo vy-
skume, ktorého ekonomickt uzito¢nost v nasledujicich 10 az 20 rokoch
nevieme odhadnit. Den drzitelov Nobelovych cien pocas oslav 150. vyro-
¢la ETH Ziirich poukazal na skutoc¢nost, ze cesta od zakladnych objavov
vedy k priemyselnym aplikdcidm trva v priemere 20 rokov. A kto sa od-
vazi dnes predpovedat, ako bude o 20 rokov vyzerat nas svet? Azda len
ti Stastni nevedomi, ktori sa nazdavaji, ze rozumeju vsetkému.

Pozadovanie ,cisto“ aplikovaného a ,uzitocného“ vyskumu bez snahy
o generovanie novych poznatkov je rovnako nebezpecné ako povazova-
nie umenia za nadmerny luxus. Vraj naco st umelci ako Picasso, Dali,
Hundertwasser, Mozart alebo Beethoven? Nestacia vic¢sine k spokojnosti
reprodukcie a populdrna hudba? Nie st velki spisovatelia nie¢im, bez ¢oho
moze Tudstvo pokojne existovat? Ved kolko sa predd aj malohodnotnych
romanov. Pred skuto¢nostou, ze velké umelecké diela ovplyvnili vyvoj ce-
Ijch generécii, zavrime radsej o¢i. A rovnako zabudnime na to, ze vede
a umeniu bez ohrani¢eného horizontu vdac¢ime nielen za vysneny blaho-
byt, ale aj za celé napredovanie nasej civilizacie.

Cielom tohto doslovu nebolo navrhntt proporcie medzi investiciami do ap-
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likovaného a zékladného vyskumu. Chceli sme len poukazat na to, aké
nebezpeéné je redukovat financovanie vedy na podporu projektov s vy-
éislitelnym uzitkom. Takéto spravanie sa je extrémne kratkozraké a ve-
die k strate postavenia produkcie znalosti a celého vzdelavania v spoloc-
nosti. Spolahnit sa na samoriadenie vedeckého vyskumu prostrednictvom
priemyselného dopytu prinasa so sebou riziko stagnicie vyvoja. Ak ne-
jaky podnik investoval vela periazi do nejakej technolégie, nemé zaujem
o podstatné technologické zmeny, pokial sa mu eSte povodné investicie
nezhodnotili. Len konkurencia tla¢i firmy k podstatnym inovaciam. Je-
diny mne znamy funkény pristup prerozdelovania prostriedkov na vedu
je prostrednictvom posudkov nezavislych osobnosti vedy. Hladat akékol-
vek kvantitativne meradla na posudzovanie kvality kreativnej vyskumnej
prace je nezmyselné. Je skoda, ze Slovensko este nevedelo urobit pod-
statny krok od celoplosného socialistického rozdelovania financii v $kols-
tve a vede na prerozdelovania prostriedkov na zéklade takychto posudkov
zahraniénych expertov. Privela slovenskych institicii m4 strach z nastave-
nia zrkadla. Prosperitu vo vede moze priniest len prerozdelenie prostried-
kov tak, aby kreativne vedecké pracoviskd mali zabezpecené dostatocné
prostriedky na sledovanie naroénych cielov. Sti¢asna rovnostarska polona-
sytenost finanénymi prostriedkami na vedeckych institiicidch bez ohladu
na ich skuto¢né kvality je tragédiou riadenia slovenskej vedy v celom ob-
dobi od vzniku Slovenskej republiky.

Aké je nase posolstvo neohrani¢ené slovenskymi pomermi? Cim viac dob-
rej vedeckej prace, tym istejia budiicnost, tym viac kreativnej prace a tym
viac vnutornej spokojnosti. Ja osobne verim, ze kreativita je zmyslom
nasho zivota, a preto ukonc¢im doslov nasledujicimi citdtmi:

Tvoriac ¢akal som na uzdravenie, tvoriac som vy-
zdravel.
Heinrich Heine

Korene vsetkého zla st v nevedomosti.

Buddha

Zmysel zivota vidim v tvorbe, ktoréd je nekonecna.
Maxim Gorkij

Povodnd verzia tohto doslovu vysla v nemcine ako clanok ,io new mana-
gement®, Nr. 10/2006.
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